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Введение

Теоретические основы современной науки, техники, экономики  и

организации производства очень сложны, но их практическое

использование становится все более простым и доступным благодаря

повсеместному внедрению компьютеров и развитому интерфейсу с

пользователем, что позволяет автоматизировать  сложные математические

расчеты. Мы видим настоящую революцию в науке, технике и

организации производства, а также в вычислительной технике,

информатике и их применении. Экономико-математическое

моделирование развивалось в течение ХХ века, но его практическая

реализация была ограничена из-за сложности расчетов и осуществлялась

научными коллективами НИИ и ВЦ. Решение экономико-математических

задач даже небольшой размерности требовало от студента значительных

усилий, а в реальном планировании применялось крайне редко. Сейчас

такие задачи могут быть реализованы в течение одной лабораторной

работы в компьютерном классе.

Программирование сложных алгоритмов в качестве сервисов и

функций электронных таблиц Excel позволило их использовать широкому

кругу научных сотрудников и практиков, от которых требуется:

- грамотная постановка задачи;

- подбор и оценка исходных данных;

- построение концептуальной модели: тексты, формулы (структурная

модель), графики, рисунки, таблицы, описывающие систему или

процесс;

- построение алгоритма, т.е. описание последовательности действий,

приводящих к решению задачи;

- подбор сервисов и функций для ее решения;
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- построение модели в компьютере, например, построение целевых

функций и ограничений в задачах математического программирования;

- проведение расчетов с помощью сервисов и функций,  используя

графические интерфейсы и подсказки;

- интерпретация результатов и оценка их надежности;

- оформление результатов работы.

 При этом знание математических методов и моделей по-прежнему

остается актуальным. Знание теории необходимо для понимания

возможных “подводных камней”: например, надо понимать, что у

параболы может не быть действительных корней, может быть один корень

или два, и какой из них лучше в конкретном случае.

В данном практикуме рассмотрено решение в среде Excel

экономико-математических задач, связанных с планированием закупок,

перевозок, инвестиций, сетевых графиков, замены оборудования,

стратегии игры. Основной используемый сервис – Поиск решения.

Рассмотрены также две задачи –  решение уравнения и системы уравнений,

которые предваряют  задачи по оптимизации планирования. Кроме того,

приведены примеры вычисления предельной и суммарной функции и

эластичности, а также решения систем разностных уравнений

применительно к экономическим моделям – паутинообразной, Леонтьева,

Солоу,  к экологическим задачам и к марковским процессам (уравнения

Колмогорова). Автоматизированы расчеты характеристик систем

массового обслуживания. Рассмотрено применение компьютера для

решения эконометрических задач: оценка параметров моделей парной и

множественной регрессии, прогнозирование по временным рядам, оценка

параметров макроэкономических моделей. Показано применение метода

Монте-Карло для оценки надежности вычисляемых параметров моделей.

Математические и экономические основы решаемых задач

представлены крайне скупо, так как они подробно изложены в задачниках
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и учебниках, откуда взяты  многие задачи  [ 1 – 5, 9 – 11 ]. Курс согласован

с Учебно-методическим комплексом “Экономико-математические методы

и экономико-математические модели” [ 6 ]. Предполагается, что студенты

умеют пользоваться меню, формулами, функциями и сервисами

электронных таблиц Excel, а также имеют представление о макро– и

микроэкономических моделях и математическом анализе.

Лабораторная работа № 1: Решение уравнений

Многие инженерные и экономические задачи  сводятся к

исследованию функций одной или нескольких переменных вида Y=f(X)

или Y=f(x1,x2,…xN). Исследовать функцию – значит установить область ее

существования (те значения Х при которых возможно вычислить Y),

определить области значений Х, при которых Y принимает положительные,

отрицательные и аномально большие значения ("уходит в бесконечность"),

найти максимумы, минимумы, асимптоты, иногда – точки перегиба

графика функции, а также корни уравнения Y= f(x) – значения х, при

которых Y обращается в 0 (график функции пересекает ось абсцисс).

Наиболее простые методы исследования функциональных

зависимостей с помощью компьютера – итерационные, основанные на

многократном выполнении сравнительно простых операций. Один из

итерационных методов – табулирование  функции (расчет значений Y при

заданных X)  в большом диапазоне значений Х с большим шагом, затем

табулирование с небольшим шагом в наиболее интересных диапазонах –

вблизи корней, максимумов и минимумов, далее – сужать диапазоны Х и

уменьшать шаг для получения все более точных значений экстремумов и

корней. Получаемые решения зависят от того, в каких диапазонах Х и Y

ведется их поиск, т.е. от их начальных значений.
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Различные итерационные методы  разрабатывались начиная с XVIII

века, и в настоящее время имеется большое количество компьютерных

программ для их использования. Наиболее простые и удобные программы

оформлены в виде функций Excel "Подбор параметра" и "Поиск решения".

Используйте функцию "Подбор параметра" для решения уравнений:

 1.  Построить параболу Y=0,1*х2-х-11: задать область определения (х) от

 –20 до +20. Для этого занести в соседние ячейки (например А5 и А6) –20 и

–19, выделить обе ячейки,  поставить курсор на черный квадратик в

правом нижнем углу, нажать левую клавишу мыши и потащить вниз до

появления числа 20; в ячейку рядом с –20 вставить формулу

=0,1*А5^2-А5-11,

скопировать ее вниз и

построить график. Сделать

активной ячейку Y вблизи

одного из корней, вызвать

Подбор параметра (в Меню

Сервис), заставить компьютер подобрать Х, чтобы Y обратился в 0:

установить в окне Значение 0,  в нижнем окне –  адрес Х,  щелкнув по

соответствующей ячейке мышью. Щелкните по клавише ОК. Не забудьте

найти второй корень, выбрав исходные Y и X вблизи него.

2. Найти корни, двигая мышью точку графика в 0. Компьютер сам вызовет

Подбор параметра.

3. Найти корни  уравнения третьего порядка: протабулируйте  функцию

Y=х3-4х2-5х+6 на достаточно большом интервале, постройте график,

определите, сколько корней и где они примерно находятся, найдите все

три корня через Подбор параметра.
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Лабораторная работа № 2: Решение систем уравнений

Решите систему из трех уравнений с тремя неизвестными вида

aiX+biY+ciZ=di (i  = 1,2,3), используя Сервис - Поиск решения. Для этого

внесите в таблицу приблизительные значения неизвестных X, Y, Z,

значения коэффициентов при этих неизвестных ai,  bi,  ci (i  = 1,2,3);

перемножьте X, Y, Z на соответствующие коэффициенты и просуммируйте

произведения по строкам. Запустите Поиск решения;  В качестве целевой

ячейки возьмите первую сумму, задайте установку в ней первого

свободного члена d1 (здесь = 8); на две другие суммы наложите

ограничения: равенство двум другим свободным членам d2  и d3;  нажмите

кнопку “Параметры” и ознакомьтесь с параметрами и методами,

используемыми при оптимизационных расчетах; закройте окно

“Параметры”, нажав ОК, и запустите выполнение программы

(Выполнить).  Пример:

C D E F Комментарии

3 X Y Z Неизвестные (числа)

4

5 a1 b1 c1 d1 Коэффициенты в

6 a2 b2 c2 d2 уравнениях

7 a3 b3 c3 d3 (числа)

8

9 a1*X b1* Y c1 *Z =S(C9:E9) F9-целевая, = d1

10 a2*X b2 *Y c2 *Z =S(C10:E10)

11 a3*X b3 *Y c3 *Z =S(C11:E11)

Ограничения:

F10=d2, F11=d3
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Лабораторная работа №  3. Статическая модель межотраслевого
баланса (Леонтьева)

Межотраслевые модели позволяют организовать рациональное

управление производственным сектором национальной экономики,

разработать обоснованные планы межотраслевых поставок (потоков)

продукции по заданным количествам конечных спросов продукции. В этих

моделях предполагается, что производственный сектор экономики

разделен на несколько отраслей, каждая отрасль производит один продукт,

часть продуктов потребляют отрасли, в том числе и производитель, а

остальное – конечный потребитель. В динамической модели Леонтьева

часть конечного продукта тратится на инвестиции. В реальных расчетах

производственный сектор делят на 500-600, иногда до 2000 отраслей.

Каноническая (структурная ) форма модели имеет вид

a11x1+a12x2+....+a1nxn + y1 = x1

.............................................................

an1x1+an2x2+....+annxn + yn = xn

или в векторном виде
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Ax + y = x

где x = (x1, x2, ..., xn)T  произведенные продукты (эндогенные переменные)

y = (y1, y2, ..., yn)T  конечный спрос (экзогенные переменные) ;

Обычно компоненты х и у выражаются в денежных единицах.

А   матрица технологических коэффициентов aij , показывает доли

произведенных i –ой отраслью продуктов, потребленных j – ой отраслью;

Ax   промежуточный спрос, потреблено производством

Приведенная форма модели

x = B  y

где B = (E-A)-1 мультипликатор Леонтьева, Е – единичная матрица

(по главной диагонали единицы, остальные нули).

Статическая модель межотраслевого баланса разобрана в [ 4 ], стр.

702 – 717, оттуда же взята следующая задача:

Дана матрица технологических коэфициентов (СССР, 1972 г.).

Сколько надо выпустить продукции, чтобы удовлетворить единичный

конечный спрос на продукцию каждой отрасли? Решим задачу аналогично

предыдущей Лаб. № 2. Надо внести в таблицу произвольные значения х1,

х2, х3, умножить этот столбец на технологические коэффициенты, что

сделано во второй таблице, суммировать произведения по строкам

(получим потребление продуктов производителями Хпром). В последнем

столбце – разности Х–Хпром, которые должны равняться

соответствующим Y. В окне Поиска решения в качестве целевой ячейки

взять первую разность Х – Хпром, установить переключатель на Значение,

в окне значения задать первое значение Y (здесь 1), Изменяя ячейки х1, х2,

х3, Ограничения Добавить Х2 – Хпром2 : Х3 – Хпром3 = Y2 : Y3 .
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потребители

Производители Тяж.пром

.

Лег.пром. Сельхоз. x y

Тяж.пром. 0,4339 0,0397 0,1145 2,4277 1

Лег. пром 0,0185 0,3166 0,0396 1,5992 1

Сельхоз. 0,0088 0,2586 0,202 1,8846 1

Производители Тяж.пром

.

Лег.пром. Сельхоз. X

пром.

Х-

Хпром

Тяж.пром. 1,0534 0,0963 0,2779 1,4277 1

Лег. пром 0,0295 0,5063 0,0633 0,5992 1

Сельхоз. 0,0165 0,4873 0,3807 0,8846 1

Решим ту же задачу с использованием приведенной модели. Матрица

(Е – А) равна

0,5661 -0,0397 -0,1145

-0,0185 0,6834 -0,0396

-0,0088 -0,2586 0,798

Вычислим обратную матрицу с помощью функции МОБР. Для этого

надо выделить свободные ячейки 3х3, вызвать функцию МОБР,

оконтурить мышью матрицу А, чтобы ее адреса появились в окне

аргументов. Нажмите одновременно Ctrl–Shift–Enter. Появится

мультипликатор Леонтьева, показывающий, сколько будет потреблено

каждой отраслью для удовлетворения единичного конечного спроса

на продукцию каждой отрасли. Суммы по строкам совпадают с

полученными ранее значениями х1, х2, х3, учитывая точность

расчетов в среде Excel.
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Тяж.пром. Лег.пром. Сельхоз. Сумма

Тяж.пром. 1,77725 0,20356 0,26511 2,24591

Лег. пром 0,05019 1,49702 0,08149 1,6287

Сельхоз. 0,03586 0,48737 1,28246 1,8057

Динамическая модель межотраслевого баланса Леонтьева, учитыва-

ющая инвестиции и рост производства, рассмотрена в Лаб.№ 20.

Лабораторная работа № 4. Математическое программирование.
Определение оптимального ассортимента продукции

Основная цель планирования  любой деятельности – получение

максимального результата (прибыли, объема производства и т.п.) при

имеющихся ограничениях. Разработке оптимальных программ-планов

посвящен раздел математики под названием “математическое

программирование”, в частном случае – “линейное программирование”.

Стандартная формулировка задачи математического программирования:

изменяя значения аргументов, требуется найти минимум или максимум

зависящей от них целевой функции, наиболее полно характеризующей

эффективность экономической деятельности, при наложенных

ограничениях-равенствах и ограничениях-неравенствах. Допустимое

решение, отвечающее этим условиям, называется оптимальным планом.

Его может не существовать, если наложенные ограничения

противоречивы, а иногда может существовать множество решений.  В

задачах линейного программирования целевая функция и функции в

ограничениях – линейные.

Для решения задач линейного программирования используются

различные методы (Ньютона, наискорейшего спуска, симплекс-метод),

общий принцип которых таков: выбирается неоптимальный опорный план

(аналогично приблизительным значениям X, Y, Z в Лаб.  №2)  и его
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параметры варьируются с целью последовательного улучшения плана, то

есть оптимизации целевой функции при соблюдении всех ограничений, с

использованием сервиса Поиск решения, что дает возможность решать

оптимизационные задачи, не вникая в сложную математику.

Данная задача разобрана в задачнике [ 1  ] на стр.10, 11. Для выпуска

трех видов продукции требуются затраты сырья, электроэнергии и

оборудования:

A        B               C              D E

Расход на 1 ед. продукции Наличие
ресурсов

3 Тип ресурсов Стол Стул Шкаф

4 Сырье 3 2 2 60

5 Электроэнергия 10 15 20 80

6 Оборудование 5 3 4 50

7 Цена 15 12 10

8 Выпуск 8 0 0

9 Потреблено

ресурсов

Сумма

10 Сырье =B4*B$8 0 0 24

11 Электроэнергия 80 0 0 80

12 Оборудование 40 0 0 40

13 Цена 120 0 0 120
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Продукция реализуется по указанным ценам. Для решения задачи надо

задать произвольные значения выпуска продукции (в ячейках B8:D8),

умножить их на соответствующие нормы расхода ресурсов и на цены,

затем просуммировать по строкам. Вызвать “Поиск решения” (в меню

“Сервис”). Установить целевую ячейку Е13 (суммарная стоимость

реализованной продукции), Изменяя ячейки B8:D8 (“Выпуск”),

Ограничения Добавить: E10:E12 ≤ E4:E6 (расход ресурсов не превышает

их наличия), B8:D8 ≥ 0 (количество изделий не бывает отрицательным.

Можно наложить дополнительное ограничение: B8:D8 целые. Результат:

надо выпустить 8 столов, при этом дефицитным ресурсом является

электроэнергия.

Далее рассмотрена аналогичная задача, но заданы цены ресурсов, и

прибыль (“Итого”, целевая ячейка, максимум) вычисляется как разность

Дохода и Суммы затрат. Поиграйте ценами, в частности немного

увеличьте цену на продукт № 3 (с 243 до 244). Вы получите резкое

изменение плана, т.е. данный вектор цен является критическим. Вначале

не выставляйте ограничение значений Выпуска Целые, затем выставьте, и

сравните планы выпуска.
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A B C D E F G H
2 ресурс
3 продук

т
1 2 3 4 5 цена выпуск

4 1 2 3 4 3 2 120 8
5 2 5 3 2 3 4 140 0
6 3 5 5 7 6 4 243 2
7 4 6 7 3 4 2 190 3
8 Потреблено ресурсов
9 16 24 32 24 16 960
10 0 0 0 0 0 0
11 10 10 14 12 8 486
12 18 21 9 12 6 570
13 Потреблено ресурсов Доход
14 Сумма 44 55 55 48 30 2016
15 Запасы ресурсов Итого
16 44 55 55 48 47 1297
17 Цены ресурсов
18 2 3 4 2 5
19 Затраты на ресурсы Сумма затрат
20 88 165 220 96 150 719

Лабораторная работа № 5.  Планирование перевозок

Транспортная задача подробно рассмотрена в [ 1 ] на стр.79 – 98; на

стр. 94 – 98 рассмотрено решение транспортной задачи средствами

табличного процессора Excel.

Составьте оптимальный план перевозок бетонных блоков с трех

заводов на четыре стройки. Считаем, что за один рейс машина перевозит

один бетонный блок. Заданы мощности заводов, потребности строек и

расстояния между заводами и стройками. Холостые пробеги, состояние

дорог и прочие факторы не учитываются, что не влияет на общие

принципы  постановки задачи и ее решения. Последовательность решения

задачи:
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Создайте таблицы:

- расстояния между  заводами и стройками,

- потребности строек (строка),

- мощности заводов (столбец)

-  первоначальный план перевозок – количество рейсов с

i-го завода на j-ю стройку:

Ячейка C D E F I J
3 Р а с с т о я н и я км
4 Стройка1 Стройка2 Стройка3 Стройка4 Планы заводов
5 Завод 1 6 9 2 11 900
6 Завод 2 12 3 6 7 200
7 Завод 3 8 14 15 9 300
8 Потребности

строек
100 300 600 400 S (D8:I8)=S(J5:J7)

9 План перевозок (число рейсов с заводов на стройки) Вывезено с заводов
10 Завод 1 1 1 1 1 =CУММА(D9:I9)
11 Завод 2 1 1 1 1 =CУММА(D10:I10)
12 Завод 3 1 1 1 1 =CУММА(D11:I11)
13 Завезено на

стройки
S(D10:
D12)

S(E10:
E12)

S(F10:
F12)

S(I10:
I12)

Целевая:

14 Число рейсов * расстояния Cуммарный
15 Завод 1 =D10*D5 пробег
16 Завод 2 Скопируйте формулу на всю таблицу всех машин
17 Завод 3 =СУММА(D14:I16)

Суммарная потребность всех строек должна совпадать с суммарной

мощностью всех заводов (здесь S (D8:I8)=S(J5:J7) ).

- Запустите Сервис - Поиск решения и заполните окна появившейся

экранной формы. Целевая ячейка в данном случае – J17, в которой

находится суммарный пробег машин со всех заводов на все стройки, и

значение в которой надо сделать минимальным (или заданным, если надо

“нагнать” план по километражу).  Изменять  можно ячейки D10 : I12  (план

перевозок) при условии равенства мощностей заводов и потребностей

строек, то есть ячеек J10 : J12 и D13 : I13 значениям, заданным в J5 : J7 и

D8 : I8. Кроме того, следует задать условие, что количества рейсов –

величины положительные и целые. В окне Параметры установите флажок
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Показывать результаты итераций и отслеживайте изменение

вывезенного и привезенного бетона и суммарного пробега. Запустите

выполнение программы (Выполнить).

Лабораторная работа № 6 . Задача о раскрое (о минимизации
обрезков)

Данная задача разобрана в задачнике [ 1 ] на стр.18. Требуется

разработать план раскроя сырья, при котором количество отходов сводится

к минимуму.

Имеются доски длиной 3 м. Их следует распилить на заготовки двух

видов: длиной 1,2 м и 0,9 м, причем заготовок каждого вида должно быть

не менее 50 и 81 штук соответственно.

Каждая доска может быть распилена несколькими способами:

а) на две заготовки по 1,2 м;

б) на 1 заготовку 1,2 м и 2 заготовки по 0,9 м;

в) на 3 заготовки по 0,9 м.

Найти число досок, распиливаемых каждым способом, чтобы расход досок

был минимальным.

Обозначим через х1, х2, х3 количество досок, распиливаемых 1-м, 2-

м и 3-м способом соответственно. Тогда целевая функция будет записана в

виде

Z = x1 + x2 + x3 –> min

при соответствующих ограничениях по количеству заготовок длиной 1,2 и

0,9м:

2x1 + x2 >=50

2x2+3x3 >=81

x1 : x3 >= 0
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Постройте модель, заполните окна Поиска решения. Количество
заготовок в ячейках А2 и В2 можно изменять.

A B  C D
1 Количество
2 50 81
4 x1 2 =2*B4+B5 ≥ A2
5 x2 2 =2*B5+3*B6 ≥ B2
6 x3 2
7 Сумма 6

Получим результат:

A B C D
4 x1 4,75 50
5 x2 40,5 81
6 x3 0
7 Сумма 45,25

Введите дополнительное ограничение: х1 : х3 целые. Получим результат:

A B C D
4 x1 5 50
5 x2 40 83
6 x3 1
7 Сумма 46

Лабораторная работа № 7. Формирование портфеля

ценных бумаг

Данная задача разобрана в задачнике [ 1 ] на стр. 18, 19. Заданы

доходность и относительный риск каждого актива (ценной бумаги),

требуется сформировать портфель с максимальным доходом и

ограниченным риском. Доход и Риск каждого актива получаются при

умножении Доходности и Относительного риска на соответствующий

Удельный вес х  -  долю закупок актива. Целевая ячейка – суммарный

доход D = S xi*di, изменяемые ячейки – Удельный вес; ограничения:

Удельный вес ≥ 0, сумма Удельных весов = 1, суммарный риск R = S xi*ri
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не больше заданного максимального риска. Решите задачу при разных

значениях максимального риска, постройте график Риск/Доход.

A B C D E F G
2 Макс. риск 5
3 di ri xi xi* di xi* ri Срок

выкупа
4 Активы Доходность Отн.

риск
Удельный

вес
Доход Риск

5 1 7 4 0,5 3,5 2 2008
6 2 3 2 0 0 0 2011
7 3 5 3 0 0 0 2013
8 4 8 6 0,5 4 3 2009
9 5 6 5 0 0 0 2010
10 Сумма 1 7,5 5

Добавьте ограничения: в один объект можно вкладывать до 25%

капитала, в рискованные бумаги (Относительный риск 5  или 6) можно

вкладывать до 33 % капитала, в долгосрочные активы (выкуп после 2012

г.) вложить более 50 % капитала.

Рассмотрим более сложный пример. Требуется составить

оптимальный портфель ценных бумаг по известным доходностям ценных

бумаг d1, d2, d3, d4 за некоторый промежуток времени. Мерой риска

является стандартное отклонение значений временного ряда. При

отсутствии взаимной зависимости доходностей ценных бумаг (т.е. при

нулевых коэффициентах корреляции) суммарная дисперсия равна сумме

дисперсий S2 = S хi
 2 *S i

2 , где хi – количество  (или процент)

закупаемых ценных бумаг i-ой фирмы. При коэффициентах корреляции,

равных ±1 суммарное стандартное отклонение (риск портфеля) S равно

сумме стандартных отклонений Si с соответствующими знаками. При

составлении портфеля из ценных бумаг двух фирм квадрат риска равен

S2 = x1
2*S1

2 + x2
2*S2

2 + 2x1*x2* Cov(d1,d2),

где ковариация Cov(d1,d2) = S (d1i – d1cp)*(d2i – d2cp)
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Если портфель составляется из ценных бумаг большего количества n

фирм, то дисперсия портфеля (квадрат риска) вычисляется по формуле

S2= S S xi*xj* Cov(di,dj). Обозначим bij =  Cov(di,dj), тогда

                        S2 = x1*x1*b11 + x1*x2*b12 + … + x1*xn*b1n

                            + x2*x1*b21 + x2*x2*b22 + … + x2*xn*b2n

                             ………………………………………………….

                            + xn*x1*bn1 + xn*x2*bn2 + … + xn*xn*bnn

Далее приведен пример решения задачи составления портфеля с

заданным доходом и минимальным риском. Заданы доходности четырех

ценных бумаг за 16 периодов времени.

Ковариационную матрицу можно вычислить с помощью Сервис –

Анализ данных – Ковариация. Если Анализ данных не появится, выполнить

Сервис – Надстройки и поставить флажок напротив Пакет анализа.

Программа выдаст только часть ковариационной матрицы, заполните ее

целиком: матрица должна быть симметричной относительно диагонали.

Начальные значения xi заданы в столбце и продублированы с помощью

формулы в строке xj. Вычислите средние значения доходностей diср с

помощью функции СРЗНАЧ и Доход = S xi*diср. Вычислите матрицу

xi*xj*bij. Для этого перемножьте х1 из столбца на х1 из строки и на b11,

фиксируя знаком $ столбец в первом сомножителе х1 и строку во втором

сомножителе х1, затем скопируйте формулу вправо и вниз. Просуммируйте

полученную матрицу. Вызовите Поиск решения. Целевая ячейка – сумма по

матрице xi*xj*bij , ее надо минимизировать, изменяемые ячейки – xi в

столбце, они ³ 0, Доход ³ заданной величины (здесь 300). Установите

ограничение на Сумму х, т.е. на расходы. Изменяя заданный доход,

постройте график зависимости риска от дохода. Можно действовать по-
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другому: максимизировать доход при заданном риске. Учтите, что при

некоторых сочетаниях дохода и расхода решения не существует.

d1 d2 d3 d4 Корреляционная матрица

1 1,02 3,64 5,90 5,76 d1 d2 d3 d4

2 -1,06 0,67 4,37 4,39 d1 1,00

3 0,66 -2,12 -1,59 12,64 d2 0,52 1,00

4 2,49 4,24 4,56 5,17 d3 -0,08 0,79 1,00

5 -0,80 -0,54 3,64 10,21 d4 0,11 -0,68 -0,86 1,00

6 1,92 6,51 8,39 2,58

7 1,29 4,94 6,06 3,91 Ковариационная матрица

8 0,15 5,87 9,57 3,94 d1 d2 d3 d4 xi

9 1,13 1,93 4,20 8,68 d1 1,59 1,79 -0,34 0,43 x1 0,00

10 1,90 2,85 3,45 9,40 d2 1,79 7,40 6,81 -5,80 x2 0,00

11 -1,20 3,64 10,87 2,47 d3 -0,34 6,81 10,0 -8,44 x3 25,4

12 -1,88 -2,11 3,45 5,18 d4 0,43 -5,80 -8,44 9,68 x4 26,3

13 -0,83 2,42 7,48 4,80

14 0,13 0,26 3,04 7,23 =x1 =x2 =x3 =x4 Сумма x

15 0,74 4,74 8,37 4,17 хj 0 0 25,4 26,37 51,82

16 0,54 -0,11 1,80 10,84                 Матрица xi*xj*bij

Cред-
нее

0,39 2,30 5,22 6,34 0,00 0 0,00 0,00

x1*d1 x2*d2 x3*d3 x4*d4 Доход 0,00 0 0,00 0,00

0 0 132,9 167,0 300,0 0,00 0 6515 -5667

Риск: сумма по
матрице

0,00 0 -5667 6734 1915

Заданный доход 300

Лабораторная работа №  8. Двойственная задача

Данная задача разобрана в [ 2  ] на стр. 247 – 249, описание взято из

задачника [ 1 ], стр. 60 – 62.

Каждой задаче линейного программирования можно поставить в

соответствие другую задачу, которая называется двойственной по
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отношению к первой. Совместное рассмотрение таких пар задач позволяет

исследовать влияние изменения управляемых и неуправляемых

переменных системы на значение целевой функции, проводить

экономический анализ результатов расчетов. Сопоставляя формы записи

прямой и двойственной задач, можно установить следующие взаимосвязи:

1) если прямая задача является задачей максимизации, то двойственная

является задачей минимизации, и наоборот;

2) коэффициенты целевой функции прямой задачи становятся свободными

членами ограничений двойственной задачи;

3) свободные члены ограничений прямой задачи становятся

коэффициентами целевой функции двойственной задачи;

4) матрица ограничений двойственной задачи получается

транспонированием матрицы ограничений прямой задачи;

5) число переменных двойственной задачи равно числу ограничений

прямой, а число ограничений двойственной равно числу переменных

прямой задачи, и наоборот;

6) взаимно-однозначное соответствие между переменными исходной

задачи и ограничениями двойственной удовлетворяет следующему

положению: j-е ограничение двойственной задачи будет неравенством,

если на j-ю переменную исходной задачи наложено требование

неотрицательности, если же j-я переменная не ограничена в знаке, j-е

ограничение будет равенством.

Пример  из  / 2 /, стр.247. Максимизировать доход

Zmax = 3x1 + 4x2

при ограничениях
2х1 + 3х2 ≤ 9     сырьё А

  3x1 +2x2 ≤ 13     сырьё В

        x1 – x2 ≤ 1     спрос

    x2 ≤ 2     спрос
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Прямая задача                                       Двойственная задача

Коэффициенты
целевой
функции

Коэффициенты
целевой функции

3 4  9 13 1  2
Ограничения

Сырьё А 2 3  9 ≤  2  3 1 0 ≥ 3
Сырьё В 3 2 13 ≤  3  2 -1 1 ≥ 4

Спрос 1 -1  1 ≤
Спрос 0 1  2 ≤

Переменные Переменные
х1 х2  u1 u2 u3 u4
2,4 1,4 3,8  1,4 0 0,2 0

 Целе-
вая

 Целевая,
min

3x1 + 4х2 7,2 5,6  12,8 max 12,6 0 0,2 0 12,8
Ограничения Ограничения

2х1 + 3х2 4,8 4,2 ≤ 9  2,8 0 0,2 0  ≥ 3
3x1 +2x2 7,2 2,8 ≤ 10  4,2 0 -0,2 0  ≥ 4
x1 – x2 2,4 -1,4 ≤ 1

x2 0 1,4 ≤ 1,4

Значение двойственной оценки того или иного ресурса показывает,

насколько возросло бы значение целевой функции, если бы объём данного

ресурса (запас) увеличился на 1 ед. В данном примере увеличение сырья А

на 1 ед. привело бы к росту Zmax на 1,4 ед.

Лабораторная работа №  9. Планирование закупок

Предлагаемое упражнение является предельно упрощенным

вариантом реальной задачи по составлению рациона для животных,

которую можно сформулировать следующим образом: заданы нормы

потребления различных компонент - жиров, белков и т.д. (в экономической

интерпретации – благ) и их содержания в различных видах кормов, а также

цены кормов. Требуется составить план закупки кормов, обеспечивающий

минимальную стоимость рациона при потреблении благ не меньше норм.
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Для решения задачи требуется внести в таблицы Excel нормы, содержания

компонент в кормах, цены кормов, а также опорный план – произвольные

значения масс закупаемых кормов. Содержания компонент умножаем на

массы кормов и суммируем по компонентам, получая их суммарные

количества (сколько всего съедено жиров, белков и т.д.), которые в

ограничениях Поиска решения устанавливаются больше или равными

нормам.  Умножаем цены кормов на их количества, суммируем

произведения и получаем стоимость закупки – целевую функцию, для

которой в Поиске решения задаем минимизацию. Изменяемые ячейки –

массы закупаемых кормов, на них накладывается глобальное ограничение

– требование неотрицательности. Все числа в данном примере – условные.

Составьте рацион для коровы из 4 видов кормов, содержащих 4

компонента (жиры, белки, углеводы, витамины), имеющий минимальную

стоимость:

· составьте таблицу по приведенному образцу; рацион (количество

кормов) задайте произвольно;

· перемножьте содержание компонент в кормах и их цены  на количество

соответствующих кормов (=B8*$G8,  копируйте формулу);

· просуммируйте результаты умножения по столбикам (результаты –

сколько всего компонент будет съедено и сколько это стоит);

· вызовите Сервис – Поиск решения;

· задайте Целевую ячейку с суммарной стоимостью (здесь F18), цель –

Минимальное значение,

· Изменяя ячейки с количеством кормов (здесь G8:G11),

· Ограничения Добавить : суммарное потребление компонент должно

быть не меньше норм (здесь B16:E16 ³ B6:E6) и количество кормов не

может быть отрицательным (здесь G8:G11 ³ 0);

· ознакомьтесь с Параметрами и нажмите Выполнить.
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A B C D E F G
5 жиры белки углеводы витамины цена количество
6 нормы 40 70 1200 150
7 Корма
8 Сено 5 3 100 10 5 1
9 Овес 22 12 120 20 10 1

10 Ячмень 33 17 88 30 15 1
11 Силос 55 23 100 80 25 1
12
13 Сено =B8*$G8 3 100 10 5
14 Овес 22 12 120 20 10
15 Ячмень 33 17 88 30 15
16 Силос 55 23 100 80 25
17
18 Сумма S(B13:B16) 55 408 140 55 Целевая

Применим данную технологию для изучения функции потребительского

предпочтения, называемой также функцией Р.Стоуна (это уже нелинейное

программирование)

U(x)=П(xi - ai) ai

где ai – минимально необходимое количество i - го блага, которое

приобретается в любом случае (в данном случае – нормы),

ai характеризует степень важности блага.

Применительно  к данной задаче функция Стоуна характеризует

количество молока, и мы можем минимизировать стоимость рациона при

заданном количестве молока или максимизировать количество при

заданной стоимости. Для этого зададим ai и вычислим функцию Стоуна,

которую используем в качестве дополнительного ограничения.

Целесообразно к выражению в скобках добавить очень малое число,

например 10-7, чтобы избежать отрицательных чисел, которые могут

возникнуть из-за погрешности расчетов при вычитании равных величин.
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жиры белки углеводы витамины
ai 0,3 0,3 0,15 0,25  Количество

(Si -норма i)^a i 4,761 3,265 2,245 2,864 100

Здесь приведены числа после решения задачи минимизации стоимости

рациона при соблюдении норм и обеспечении количества 100.

Без изменения таблиц можно решить другую задачу –

максимизировать функцию Стоуна, объявив ее целевой ячейкой, при

заданной стоимости рациона, которая становится ограничением.

На рисунке показаны решения упрощенной задачи при ограничении

по жиру и белкам и при ограничении функцией Стоуна. В первом случае

решением является точка касания бюджетной прямой (бюджет 1) с

многоугольником, образуемым линиями равного потребления жира и

белков при разных закупках сена и овса, во втором случае – точка касания

бюджетной прямой (бюджет 2) с функцией Стоуна. При добавлении в

модель кормов размерность пространства возрастает, многогоугольник

превращается в многогранник, а гипербола (функция Стоуна) – в

гиперболоид в многомерном пространстве, но технология решения задачи

от этого не меняется.
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Далее представлен упрощенный вариант задачи. Благами являются пиво,

рыба и раки, полезность рациона (целевая функция) вычислена по формуле

Стоуна, ограничения: количества неотрицательные и целые, суммарная

стоимость менее 1500.

 Цена Минимум Полезность
α

Количество
X

(X-Xmin)^α Стоимость

Пиво 80 1 0,3 6 1,620 480
Рыба 50 1 0,25 8 1,626 400
Раки 150 0 0,45 4 1,866 600

Целевая
4,919 1480

Вычислите минимальную стоимость заказа при его полезности равной 6.

Лабораторная работа № 10. Нелинейное программирование

В предыдущей лабораторной работе были решены задачи

нелинейного и целочисленного программирования, т.е. целевая функция

или ограничение задавались мультипликативной функцией Стоуна, а на

изменяемые переменные накладывалось ограничение целочисленность.

Технология решения задач нелинейного и динамического

программирования с использованием Поиска решения аналогична

решению задач линейного программирования, но следует знать о

некоторых “подводных камнях”, связанных с возможным наличием

нескольких или многих “волн” в целевой функции и в функциях

ограничений. Компьютер ищет экстремумы градиентным итерационным

методом, и он находит решение, ближайшее к точке начальных значений

(“опорному плану”), а остальных решений, может быть существенно

лучших с точки зрения экономики, “не видит”. Выполняя лабораторную

работу № 1 вы могли в этом убедиться. Возможно, компьютер вообще не

найдет решения, хотя оно существует. Поэтому при решении нелинейных
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задач следует внимательно отнестись к выбору начальных значений, т.к. от

этого могут зависеть результаты. Возможно, при реальном планировании

целесообразно взять старый план в качестве опорного. Вообще, здесь

большой простор для экспериментов.

Пример: определить условный экстремум функции

Z = 3X1
2 + 2X2

2 – X1 +1     при  X1
2 +X2

2 = 4

Х1 Х2 Z max Х1 Х2 Z min
Начальные 100 100 100 100

Решение 1,721 1,018 10,241  1,054 1,699 9,056
Начальные 2 2 2 2

Решение 2 -0,00091 11  0,500 1,936 8,75
Начальные -20 -20 -20 -20

Решение -2 -0,00017 15  -0,138 -1,995 9,157

Здесь хорошо видна зависимость решения от начальных значений Х1 и Х2.

Лабораторная работа № 11. Оптимальное распределение

 ресурсов между отраслями на N лет

Лабораторные работы № 11 – 15 относятся к классу задач

“Динамическое программирование”. Теоретические основы этого метода

рассмотрены в [ 1 ] на стр. 142 – 150 и в [ 3 ] стр. 245 – 265, оттуда же

взяты соответствующие примеры.

При вложениях Х1 и Х2  отрасли дают прибыль 0,6*Х1 и 0,5*Х2, кроме

того они дают средства для реинвестирования с перераспределением в

конце каждого года, равные 0,7*Х1 и 0,8*Х2. Сумма инвестиций за первый

год равна 10000 у.е. Требуется составить план вложений средств на 5 лет с

целью получения максимальной суммарной прибыли. Заполните таблицу с

произвольным опорным планом:
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B C D E F G H I J

2 Год Вложено Прибыль Возврат

3 1 2 Всего Возврат 1 2 1 2

4 1 2 2 =C4+D4 10000 =0,6*C4 =0,5*D4

=0,7*

C4

=0,8*

D4

5 2 2 2 4 =I4+J4 1,2 1 1,4 1,6

6 3 2 2 4 3 1,2 1 1,4 1,6

7 4 2 2 4 3 1,2 1 1,4 1,6

8 5 2 2 4 3 1,2 1 1,4 1,6

9

10

Опорный

план

Целевая: сумм.прибыль

S(G4:H8)

11 11

Запустите Поиск решения с суммарной прибылью в качестве целевой

ячейки, которую надо максимизировать, изменяя план вложений (здесь

C4:D8), при ограничениях: вложения ³ 0, вложения в обе отрасли за

первый год равны 10000, в последующие годы – возврату за предыдущий

год (E4:E8 = F4:F8). Ниже представлены результаты расчетов.

B C D E F G H I J

2 Год Вложено Прибыль Возврат

3 1 2 Всего Возврат 1 2 1 2

4 1 0 10000 10000 10000 0 5000 0 8000

5 2 0 8000 8000 8000 0 4000 0 6400

6 3 0 6400 6400 6400 0 3200 0 5120

7 4 5120 0 5120 5120 3072 0 3584 0

8 5 3584 0 3584 3584 2150,4 0 2508,8 0

9

10 Целевая: сумм.прибыль

11 17422,4



30

Лабораторная работа № 12. Оптимизация вложения
средств в N предприятий

В данном примере показано применение функции Поиск решения

при нелинейной зависимости результатов от инвестиций и дискретном

множестве значений аргументов (здесь – инвестиций), т.е. аргументы могут

принимать значения из ограниченного набора. Обычно такие задачи

решаются с помощью функций и уравнений Беллмана.

Требуется оптимизировать вложение ограниченных ресурсов в N

предприятий с целью получения максимальной прибыли. Прибыль,

получаемая каждым предприятием, зависит от вложенных ресурсов

нелинейно, и эта зависимость задается таблично, т.е. величины вложений

представляют собой дискретное множество. В данном примере требуется

разделить 5 млн. руб. между 4 предприятиями. Прибыль fik  k-го

предприятия в зависимости от вложения xi задается таблично. План aik

должен представлять собой матрицу единиц и нулей, при этом 1 означает

вложение xi в k-е предприятие. Задайте опорный план aik, состоящий из

одинаковых чисел, например единиц. Сформируйте целевую функцию –

сумму fik* aik . Сформируйте таблицу произведений xi* aik , сумма которых

равна суммарным затратам. (Не забудьте поставить символ $ перед

номером столбца Х).  Вызовите Поиск решения и задайте целевую ячейку

Sum(fik* aik)  и  ограничения: все aik  двоичные, все Sk aik £1, Sum(xi* aik)=5.
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x f1 f2 f3 f4
1 8 6 3 4
2 10 9 4 6
3 11 11 7 8
4 12 13 11 13
5 18 15 18 16

Доход-
ность
инвес-
тиций

Опорный
план aik

Ограни-
чения xi* aik

Инвести-
ции

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 2 2 2 2
3 1 1 1 1

Двоич-
ные 3 3 3 3

4 1 1 1 1 4 4 4 4
5 1 1 1 1 5 5 5 5

Sk aik 5 5 5 5 £1
 fik * aik  Sum(xi*aik) 60

1 8 6 3 4
Ограниче-

ние =5
2 10 9 4 6
3 11 11 7 8 Целевая
4 12 13 11 13  Sum(fik*aik) 203
5 18 15 18 16

В результате выполнения Поиска решения должны получиться результаты:

план aik

Ограни-
чения xi* aik

Инвести-
ции

1 1 0 1 1 1 0 1 1
2 0 1 0 0 ³0 0 2 0 0
3 0 0 0 0 £1 0 0 0 0
4 0 0 0 0 Цел. 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 0 0 0

Sk aik 1  1 1  1 £1
 fik * aik доходы  Sum(xi*aik) 5

1 8 0 3 4
Ограниче-

ние =5
2 0 9 0 0
3 0 0 0 0 Целевая
4 0 0 0 0  Sum(fik*aik) 24 доход
5 0 0 0 0

Надо вкладывать по 1 млн.р. в предприятия №1, 2, 4 и 2 млн.р. в №3.
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На этом примере можно изучать особенности нелинейного

программирования, в частности –  зависимость решения от опорного

плана. Используя найденное решение в качестве опорного плана, измените

f43 на большое число, например 50 (вложить 4 млн.р. в предприятие 3 и

получить прибыль 50, т.е. сделать это вложение очевидно выгодным). Но

после запуска Поиска решения вы увидите старое решение, т.е. компьютер

не может преодолеть какую-то "горку" в пространстве решений. Только

после замены опорного плана на матрицу одинаковых чисел компьютер

выдает правильное решение.

Изменяя ограничение суммы инвестиций, постройте график

зависимости дохода от суммы инвестиций.

Лабораторная работа № 13. Выбор стратегии

обновления оборудования

Важной экономической проблемой является своевременное

обновление оборудования: станков, автомобилей, компьютеров и др.

Старение оборудования включает физический и моральный износ, в

результате чего растут затраты на ремонт и обслуживание, снижается

производительность труда и ликвидная стоимость. Задача состоит в

определении оптимальных сроков замены старого оборудования.

Критерием оптимальности являются либо доход от эксплуатации

оборудования (задача максимизации), либо суммарные затраты на

эксплуатацию (задача минимизации) в течение планируемого периода.

Рассмотрим пример:

Новое оборудование стоит р0 = 4000 руб., его ликвидная стоимость

убывает по закону р= р0*2-t  ,  где t - возраст в годах, затраты на годовую

эксплуатацию r(t) = 600*(t+1). Через сколько лет надо заменять

оборудование, т.е. продавать старое и покупать новое? В данном примере
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целевая функция нелинейная, а оборудование можно заменять только в

конце года, т.е. область допустимых решений является дискретным

множеством.

В таблице план замены оборудования представлен в виде единиц и

нулей, что означает замену оборудования в конце года или продолжение

эксплуатации. Стоимость эксплуатации за первый год равна 600,

ликвидная стоимость (Цена)  4000/2 = 2000. В последующие годы, начиная

со второго, стоимость эксплуатации вычисляем по формуле

 =ЕСЛИ( G5>0,1; 600; 600 + B5), Цена = ЕСЛИ( G5<0,1; C5/2; 2000).

Стоимость продажи (Продажа) равна Цене или нулю в зависимости от

Плана. Покупка = 4000*План, Покупка последнего года равна нулю.

Целевую ячейку формируют затраты на эксплуатацию и покупку, а также

доходы от продаж: S r(t) + S p0(t) - S p(t) . Ограничения на План: 0£ План

£1, целые.

A B C D E F G
 Год Эксплуат. Цена Продажа Покупка План
5 1 600 2000 2000 4000 1
6 2 600 2000 0 0 0
7 3 1200 1000 1000 4000 1
8 4 600 2000 0 0 0
9 5 1200 1000 1000 4000 1

10 6 600 2000 0 0 0
11 7 1200 1000 1000 4000 1
12 8 600 2000 0 0 0
13 9 1200 1000 1000 4000 1
14 10 600 2000 2000 0 1
15 Sp0(t)=
16 S r(t)= 8400 S p(t)= 8000 20000
17
18 Сумм. затраты 24400

После выполнения Поиска решения получаем
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A B C D E F G
 Год Эксплуат. Цена Продажа Покупка План
5 1 600 2000 0 0 0
6 2 1200 1000 0 0 0
7 3 1800 500 500 4000 1
8 4 600 2000 0 0 0
9 5 1200 1000 1000 4000 1

10 6 600 2000 0 0 0
11 7 1200 1000 1000 4000 1
12 8 600 2000 0 0 0
13 9 1200 1000 0 0 0
14 10 1800 500 500 0 1
15 Sp0(t)=
16 S r(t)= 10800 S p(t)= 3000 12000
17
18 Сумм. затраты 19800

Задача является нелинейной, и ее успешное решение зависит от опорного

плана. Попробуйте ее решить, используя различные опорные планы.

Лабораторная работа № 14. Выбор оптимального пути в

транспортной сети
Задача взята из [ 1 ], стр.150.

Транспортная сеть состоит из n узлов (будем называть их также

пунктами или городами), некоторые из которых соединены магистралями.

Стоимость проезда по каждой из таких магистралей известна и отмечена

на схеме. Найти оптимальный маршрут проезда из 1-го пункта в n-ый. В

данном примере целевая функция – суммарная стоимость проезда –

нелинейная, а область допустимых решений является дискретным

множеством – набором единиц и нулей, означающих проезд из одного

города в другой или отказ от проезда.

Пусть сеть состоит из 10 узлов, соединённых магистралями согласно

схеме:
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Стоимость проезда из пункта i в пункт k равна Rik, и элементы этой

матрицы приведены на схеме.

  Требуется найти оптимальный маршрут из 1-ого пункта в 10-ый.

        Внесите стоимости проезда (расстояния) Rik в таблицу Excel и задайте

опорный план поездки Xik, который в данном случае представляет из себя

матрицу из единиц и нулей, соответствующих перемещению или не

перемещению из одного пункта в другой. В отличие от предыдущего

примера (Лаб. № 5), здесь не задаются стоимости проезда (расстояния)

между пунктами, дорога между которыми проходит через промежуточный

пункт, и используется только часть матрицы выше главной диагонали, что

позволяет резко сократить количество изменяемых ячеек, т.е. упростить и

ускорить решение задачи. Для удобства настройки Поиска решения

создайте дополнительную таблицу План поездки Xik в компактном виде, из

которой копируются значения в зависимые от нее ячейки таблицы План

поездки Xik. В ячейки таблицы План поездки Xik  внесите формулы,

связывающие ее с таблицей План поездки Xik в компактном виде.

Просуммируйте строки и столбцы таблицы План поездки Xik ; ненулевое

значение  суммы по строке означает выезд из соответствующего пункта (из

п.1  обязательно);  ненулевое значение в сумме по столбцу означает приезд

в соответствующий пункт (в п.10  обязательно). Приезд  в какой-либо
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пункт, кроме п.10,  требует обязательного выезда из него, т.е. соответствия

сумм по столбцам суммам по строкам.  Перемножьте таблицу стоимостей

на План поездки Xik  и вычислите целевую функцию как сумму по

таблице произведений Rik * Xik (аналогично Лаб. №4).

Запустите Поиск решения и  установите Целевую ячейку

Сумма Rik * Xik,  Изменяя ячейки - План поездки Xik в компактном виде,

Ограничения: План поездки Xik в компактном виде двоичные, целые;

суммы по строкам таблицы План поездки (выезд), начиная со второй (с

п.2) должны равняться суммам по столбцам (приезд), исключая последнее

значение (п.10). Суммы по первой строке (выезд из п.1) и последнему

столбцу (приезд в п.10) должны равняться 1. Установите флажок

Показывать результаты итераций в меню Параметры и запустите

Выполнить.

    Стоимость проезда (расстояния) Rik
                                                                                                                    куда

откуда 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 10 8 6
2 5
3 7
4 9
5 6 6
6 8 4 5
7 9
8 3
9   11

План поездки Xik  в компактном виде

B C D E F G H I J
16 1 1 1 1 1 1 1 1 1
17 1 1 1 1 1
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                                 План  поездки Xik                                       суммы  по
куда               строкам:

откуда 2 3 4 5 6 7 8 9 10 выезд
1 =B16 =C16 =D16 3
2 =E16 1
3 =E17 1
4 =F16 1
5 =G16 =H16 2
6 =G17 =H17 =I16 3
7 =I17 1
8 =J16 1
9 =J17 1

Приезд: суммы по столбцам

1 1 1 2 1 2 2 1 3

Rik * Xik    Целевая: Sum Rik * Xik= 97
1 10 8 6 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 5 0 0 0 0 0
3 0 0 0 7 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 9 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 6 6 0 0
6 0 0 0 0 0 8 4 5 0
7 0 0 0 0 0 0 0 0 9
8 0 0 0 0 0 0 0 0 3
9 0 0 0 0 0 0 0 0 11

В результате выполнения программы получаем  План поездки Xik

откуда 2 3 4 5 6 7 8 9 10выезд
1 0 0 1 1
2 0 0
3 0 0
4 1 1
5 0 0 0
6 0 1 0 1
7 0 0
8 1 1
9 0 0

Приезд: суммы по столбцам

0 0 1 0 1 0 1 0 1
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Оптимальный план поездки: пункты 1 => 4 => 6 => 8 => 10.

Приезд в город становится обязательным, если введено

дополнительное ограничение – равенство 1 суммы по соответствующему

столбцу таблицы План поездки. Если необходимо сделать обязательным

приезд в один из группы городов – вычислите сумму по ячейкам приезда в

эти города и введите ограничение: равенство этой суммы единице.

Лабораторная работа № 15 . Оптимизация сетевого графика

  комплекса работ

Сетевое планирование рассмотрено в [ 1 ], стр. 246-257 и в [ 3 ], стр.

286 – 317.

Задача сетевого планирования – построение рационального плана

проведения сложного комплекса работ, состоящего из отдельных

элементарных взаимно обусловленных работ, т.е. выполнение некоторых

работ нельзя начать раньше, чем будут завершены другие, опорные

работы. При составлении сетевого графика используется структурная

таблица комплекса работ, содержащая перечень элементарных работ

комплекса, перечень работ, на которые опираются элементарные работы и

время выполнения каждой работы. Метод сетевого планирования

позволяет на основе этой информации указать сроки начала каждой работы

комплекса, вычислить время, необходимое для выполнения всего

комплекса работ, выявить работы, его определяющие – критические,  а

также провести оптимизацию плана путем перераспределения средств и,

соответственно, сроков выполнения работ.
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Оптимизация плана комплекса работ может быть проведена после

нахождения критических работ и резервов, содержащихся в некритических

работах. В данном случае критический путь а1=>a4=>a8, соответственно

новое время выполнения работ tкрит.нов.=  t1нов+t4нов+t8нов. Далее

рассмотрены два варианта сокращения критического пути: с вложением

дополнительных средств в критические работы и с перераспределением

средств между критическими и некритическими работами без изменения

их суммы. Предполагается, что время i- й работы ti'  изменяется по закону

ti нов  = ti * (1 - bi * xi)  в зависимости от дополнительных вложений (или

изъятий) xi £ ci. В первом варианте минимизируется целевая функция -

сумма дополнительных вложений в критические работы,   при

ограничениях: tкрит =  40,  все 0 £ xi £ ci.  Во втором варианте

минимизируемая целевая функция tкрит при ограничениях -ci £ xi £ ci и

S xi = 0. Обратите внимание на то, что в обоих вариантах не организована

проверка на превращение некритических путей в критические. При

реальном планировании это надо учитывать.
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                                                                          Вариант 1           Вариант 2

Работа
Опорные
работы t

Sum
t  b c x t нов x t нов -c

a1 20  0,2 2 0 20  2 12 -2
a2 10  0,1 3 0 10  -3 13 -3
a3 8  0,2 1 0 8  -1 9,6 -1
a4 a1,a2 20 40 0,3 2 1,667 9,999  2 8 -2
a5 a1,a2,a3 10 30 0,4 1 0 10  -1 14 -1
a6 a1,a2,a3 5 25 0,1 2 0 5  -2 6 -2
a7 a6 5 30 0,3 4 0 5  -2 8 -4
a8 a4,a5,a7 10 50 0,1 5 0 10  5 5 -5

Целевая
Sxi 1,667 Целевая Sxi 0

Критич.
путь

a1+a4+a8 40 Критич.путь 25

Опробуйте еще один вариант решения: снимать средства с работ

нельзя (или можно – это четвертый вариант), можно вложить

дополнительно, например, 2,5 у.е. и минимизировать критический путь.

Проверьте, остался ли он критическим. Если нет, перепишите формулы

критического пути.

На этом примере можно продемонстрировать

различие экономических моделей в разных

диапазонах затрат. На рисунке видно, что

используемая линейная зависимость время/затраты

справедлива в некотором диапазоне; существует

асимптота  слева (затраты, при которых работа

никогда не будет сделана) и справа: минимальное время выполнения

работы при любых затратах.

Для некоторых сетевых графиков появляется зависимость решения

от опорного плана.
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Лабораторная работа № 16.  Расчет стратегии в игре

Теория игр разобрана в [ 1 ] стр.209 – 230, [ 2  ] стр. 328 – 338, [ 3 ]

стр. 173 – 196, [ 4 ] стр.217 - 233. Приведение матричной игры к задаче

линейного программирования взято из [ 3 ], стр.188 – 196.

Многие социально-экономические ситуации обладают тем

свойством, что в них сталкиваются не менее двух сторон с различными,

часто противоположными интересами, и они могут действовать

различными способами. Такие ситуации называются конфликтными.

Математическая модель конфликтной ситуации называется игрой. Если

играют двое, и проигрыш одного равен выигрышу другого, то такая игра

называется игрой двух сторон с нулевой суммой выигрыша. Любое

возможное в игре действие игрока называется чистой стратегией

(например, выпуск одного товара), их комбинация – смешанной

стратегией (в данном примере – выпуск нескольких видов товаров).

Матрица, в которой представлены выигрыши игрока в зависимости от его

стратегий и ответных стратегий противника, называется матрицей

выигрышей, или платежной матрицей. Обычно оптимизация плана игры

сводится к выбору частот (или вероятностей) применения чистых

стратегий (например, соотношения выпускаемых товаров) с целью

минимального проигрыша при любых стратегиях противника (здесь –

рынка), и для проведения расчетов можно использовать Поиск решения.

Задана платежная матрица выигрышей при различных стратегиях

выпуска продукции А1, А2, А3 и  возможных состояниях рынка В1, В2, В3,

В4. Требуется определить оптимальные стратегии SA*= (p1*,  p2*,  p3*) и

SВ*= (q1*,  q2*,  q3*  ,  q4*).   SA* обеспечивает средний выигрыш ³ n

(стоимости игры) при любой стратегии В (спроса) и выигрыш = n при

оптимальной стратегии В:
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a11p1+a21p2+a31p3 ³ n

a12p1+a22p2+a32p3 ³ n

a13p1+a23p2+a33p3 ³ n

a14p1+a24p2+a34p3 ³ n

a11x1+a21x2+a31x3 ³ 1

a12x1+a22x2+a32x3 ³ 1

a13x1+a23x2+a33x3 ³ 1

 a14x1+a24x2+a34x3 ³ 1

Здесь xi = pi / n, Sxi = 1 / n    => min, чтобы выигрыш n => max.

Вводим произвольные значения x1,  x2,  x3 и домножаем на них

столбцы платежной матрицы. Столбец В2 игнорируем как доминируемый,

т.е заведомо невыгодный.

Спрос
Продукция B1 B2 B3 B4 ³0

A1 3 3 6 8 x1 2
A2 9 10 4 2 x2 2
A3 7 7 5 4 x3 2

 Убрать  как
S –>
min

 доминируемый  Целевая 6
aik*xi 6 12 16

18 8 4
14 10 8
S S S
38 30 28

Ограничения ³1 ³1 ³1

После выполнения Поиска решения получим результаты для игрока

А: выпуск продукции 1 равен 0,4 , продукции 3 – 0,6. Применив ту же

технологию к стратегии игрока В получим оптимальную стратегию рынка:

вероятность 0,2 для состояния 1 и 0,8 для состояния 3.
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Спрос
Продук-

ция B1 B2 B3 B4 Стратегии игрока А
A1 3 3 6 8 x1= 0,074 p1= 0,4
A2 9 10 4 2 x2= 0 p2= 0
A3 7 7 5 4 x3= 0,111 p3= 0,6

 Убрать  как
 доминируемый 1/n= 0,185 Выигрыш 5,4

Умножение на платежную матрицу
0,222 0,444 0,592

0 0 0

0,777
0,55555

6 0,444
S S S
1 1 1,037

Стратегии игрока В
q1 q 2 q 3 q 4
0,2 0 0,8 0
х1 х2 х3 х4

0,04 0 0,15 0 S=1/n= 0,185 Выигрыш 5,4
Умножение на платежную матрицу

bikxk 0,11 0,89 0 S 1
0,33 0,59 0 S 1
0,26 0,74 0 S 1

Корпоративная игра “Семейный спор”: Если муж идет на футбол, а

жена на балет, они получают по 2 балла удовольствия, если идут вдвоем на

футбол – муж получает удовольствия на 4 балла, а жена на 1, если идут

вдвоем на балет – муж получает удовольствия на 1 балл, а жена на 4. Если

муж идет на балет, а жена на футбол, то удовольствие нулевое. Матрица

выигрышей:

Жена

                             Балет             Футбол

Муж    Балет        1   4                   0     0

            Футбол     2   2                   4     1
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Обозначим вероятности стратегий: р1 оба балет, р2  оба футбол,

р3 врозь.

Выигрыши мужа и жены при применении смешанных стратегий:

Муж hм =  1* р1 + 4*р2 + 2*р3

Жена hж =  4*р1 +1*р2  + 2*р3

Точка решения Нэша: U = max П( hi – Ti), где Ti – выигрыш без

вступления в коалицию, здесь Ti = 2.

Целевая U = (hм –2)*( hж –2) => max

Изменяя ячейки р1, р2, р3

Ограничения : р1 +р2  + р3 =1, все   ≥ 0 .

Результат р1 = р2  = 0,5   ;  р3 = 0 ,

т.е. надо жить дружно и половину

вечеров совместно ходить на балет,

а половину – на футбол.

Лабораторная работа № 17.  Производная, эластичность,

суммарная функция

Вычислите производную (предельную функцию), эластичность,

суммарную функцию (интеграл) для функции Y(x)=100/x. В данном

примере можно интерпретировать х как цену товара, а Y(x) – как спрос,

предельную функцию – как прирост спроса при росте цены на 1 рубль

(здесь отрицательный), а эластичность показывает, на сколько процентов

изменится спрос при  росте цены на 1%. Суммарную функцию здесь

можно интерпретировать как сумму продаж за х дней при ежедневном

росте цен на 1 рубль.
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Экономика, в отличие от физики, оперирует дискретными

величинами. Например, Dx может быть рубль или миллион рублей, Dt –

день, месяц, год. Поэтому применяемый далее метод конечных разностей

вполне оправдан.

Задайте диапазон х 10…30 в столбце А начиная с А6, вычислите в

столбце В начиная с В6 функцию Y(x)=100/х, в столбце С производную

dY/dx = (B7-B6)/(A7-A6)

Эластичность

Е=(DY/Y)/( Dx /x),

в качестве Y и x возьмем их средние значения, тогда

E=C6/(B6+B7)*(A6+A7).

Суммарная функция формируется добавлением первого значения

спроса к начальному значению (здесь 0 в Е6) =E6+B6, а затем -

добавлением следующих значений спроса к предыдущим значениям

суммы (копирование формулы вниз). При правильном вычислении

интеграла методом трапеции следует брать средние значения Y по двум

соседним точкам и домножать их на Dx:

= E6 + (B6 + B7) / 2 *(A7 – A6)

A B C D E
5 Цена x Y dY /dx Эластичность Сумм.функция
6 10 10 -0,909 -1 0
7 11 9,090 -0,757 -1 10
8 12 8,333 -0,641 -1 19,090
9 13 7,692 -0,549 -1 27,424

10 14 7,142 -0,476 -1 35,116
11 15 6,666 -0,416 -1 42,259
12 16 6,25 -0,367 -1 48,926

24 28 3,571 -0,123 -1 106,248
25 29 3,448 -0,114 -1 109,820
26 30 3,333 -3,333 113,268

Постройте графики Y(x), dY/dx, эластичности и суммарной функции.
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Лабораторная работа № 18. Модели процессов с
дифференциальными и разностными уравнениями

Дифференциальные уравнения позволяют связать скорости

изменения параметров системы со значениями параметров, и таким

образом построить модель развития процесса во времени. Поэтому они

давно, со времен Исаака Ньютона используются в естественных науках.

Классическое дифференциальное уравнение описывает колебание

маятника:

d2x/dt2 = – k x

где x – отклонение от положения равновесия, k – жесткость пружины,

деленная на массу. В данном случае вторая производная отклонения

(ускорение) пропорциональна отклонению и имеет обратный знак.

Решение такого линейного уравнения, полученное аналитически

x(t) = A Sin(wt + j)

где А – амплитуда колебаний, w - угловая частота, j - начальный угол

(фаза) колебаний. А, w, j зависят от начальных условий – отклонения и

скорости. График, описывающий такой процесс – бесконечная синусоида.

Если дифференциальное уравнение сделать нелинейным, например

d2x/dt2= – k x2

то решить его в аналитическом виде будет сложно или нереально.

Нелинейные дифференциальные уравнения и их системы обычно решают с

использованием компьютеров. Для обучения и изучения простых моделей

удобен Excel, можно использовать MatCad, MatLab, другие

специализированные пакеты программ. В особо сложных случаях,

например для прогноза погоды, используются самые мощные

суперкомпьютеры. Нелинейные уравнения решают методом конечных

разностей, который дает приближенное решение в виде таблицы и
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графика. На рисунке приведен пример численного решения этого

уравнения в среде Excel. В строке 2 заданы начальные значения х и

скорости V (dx/dt),  в ячейке С3 вычислено начальное ускорение -k*A2^2,

скорость в В3 равна В2+С3, т.е. V  =  Vпред. + a Δt, значение х в А3 равно

А2+В3, т.е. x = xпред. +V Δt. ячейке D2 присвоено имя k.

Временной интервал Δt равен 1. Формулы строки 3 копируем вниз,

получаем решение в виде таблицы. В отличие от линейного уравнения,

здесь через некоторое количество шагов происходит резкий рост

отклонения х, т.е. “катастрофа”. Изменяя параметр k и начальные значения

x и V  можно исследовать процесс при различных начальных условиях.

Даже простые примеры показывают существенную зависимость решения

от начальных условий. Исследование режимов, приводящих к катастрофе,

представлено в Лаб.№ 21.

Далее метод конечных разностей применен для исследования

некоторых экономических моделей.
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Лабораторная работа № 19. Паутинообразная модель

Эта модель рассмотрена в [ 5 ], стр. 201 – 205. Она позволяет

исследовать устойчивость цен и объемов товаров на рынке, описываемом

кривыми спроса и предложения при наличии запаздывания во времени

(лага). Производители определяют предложение товара в текущем периоде

на основе цен, установившихся в предшествующем периоде. Временной

лаг связан с продолжительностью производственного цикла. В

паутинообразной модели функции спроса D и предложения S линейно

зависят от цены р, а предложение – от “вчерашней” цены pt-1:

Предложение S(pt)= A + B pt-1

Спрос D(pt) = C – E pt

Равновесие D(pt) = S(pt-1)

Цена pt = (C-A)/E-B/E*pt-1

Для решения задачи в таблицу надо внести начальную цену (здесь 2), в

следующую строку – формулы для p, S, D; затем эту строку выделить и

копировать вниз. Результаты расчетов при указанных коэффициентах и

соответствующий график спроса представлены в таблице и на рисунке.

Исследуйте поведение модели при различных коэффициентах.

Цена Предложение Спрос A 20
p S D B 35

2,00 C 100
0,20 90,00 90,00 E 50
1,46 27,00 27,00

0,58 71,10 71,10

1,20 40,23 40,23

0,76 61,84 61,84
1,07 46,71 46,71
0,85 57,30 57,30
1,00 49,89 49,89
0,90 55,08 55,08
0,97 51,45 51,45

0,00
10,00
20,00
30,00
40,00
50,00
60,00
70,00
80,00
90,00

100,00

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
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Лабораторная работа № 20. Динамические односекторные

модели Леонтьева и Солоу
Динамическая односекторная модель Леонтьева предполагает

наличие в экономике одного сектора, производящего один продукт. В

отличие от модели, рассмотренной в Лаб. № 3, конечный продукт

расходуется на потребление и инвестиции, пропорциональные приросту

производства за предшествующий период  [ 5 ], стр.782:

(1 - a ) *X = q * ΔX + C

где Х – произведенный продукт,

      С – конечный спрос,

      а – коэффициент прямых материальных затрат, (доля

            потребления   отраслью произведенного продукта),

      q - капиталоемкость прироста валовой продукции.

 Отсюда

ΔX = (X t-1 - aX t-1 - C) / q

     X = Xt-1  + ΔX
Результаты расчетов при а = 0,1, q = 20 и С = 100 при начальном Х = 1000

представлены в таблице и на графике. Исследуйте модель при различных

а, q и С.

X ΔX
1000
1040 40

1081,8 41,8
1125,5 43,681
1171,1 45,647
1218,8 47,701
1268,7 49,847

Динамическая односекторная модель Солоу имеет вид ([ 5 ],  стр.782):

k' = s * (1-a) * f(k) -( μ - n) * k,

   где k = K / L фондовооруженность,
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s = I / Y  - соотношение инвестиций к конечному продукту,

а - коэффициент прямых материальных затрат,

μ - коэффициент амортизационных затрат,

n  коэффициент роста труда,

Х = f(k) = b * kr  производственная функция  Кобба-Дугласа.

k' вычисляем по предшествующему kt-1; k = kt-1 + k', по нему вычисляем

Х = f(k). Результаты расчетов при а = 0,1; μ = 0,1; s = 0,1; n = 0,1; b = 0,7 и

r = 0,6 при начальном k = 1 представлены в таблице и на графике.

Исследуйте модель при различных а,  b, μ , s  и n .

Х k k'
1

0,7 0,863 -0,137
0,641 0,834 -0,029
0,628 0,807 -0,027
0,616 0,782 -0,025
0,604 0,758 -0,024
0,593 0,736 -0,022
0,582 0,715 -0,021
0,572 0,695 -0,02

Лабораторная работа № 21. Динамические модели экологических
систем

Модели экологических систем с нелинейными дифференциальными

уравнениями позволяют наглядно показать зависимость поведения модели

от параметров, в том числе – развитие катастрофы, т.е. резкий рост

показателей, что обычно означает смену модели (поломка, вымирание и

т.д.). Этот раздел представляет особый интерес для математиков-

экономистов и специалистов по антикризисному управлению.

Один из наиболее известных примеров – исследование системы

дифференциальных уравнений Лотки-Вольтерра, которая описывает

взаимодействие популяций хищников x и жертв y
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dx/dt = kxy –Ax      хищник

dy/dt =Gy – Bxy       жертва

 Здесь рассмотрены случаи с низким (А)  и высоким (Б)

коэффициентом размножения хищников k :

Хищник х x' Жертва у y'  k A G B
10 1000 А 0,0002 0,002 0,002 0,001
30 20 992 -8
89 59 964 -28

262 172 880 -84 Б 0,002 0,002 0,002 0,001
722 460 652 -228

1660 939 183 -469

Видно, что при малом коэффициенте k хищники медленно размножаются,

но в конечном итоге съедают жертв (A), а при k=0,002 процесс срывается в

колебательный режим (Б).

Далее приведен пример с другими законами взаимодействия.

Вначале было 1000 кочанов капусты y и 10 зайцев z, каждый день

вырастает 100 кочанов и ked* zпред   кочанов съедают; к предыдущему

количеству зайцев добавляется zпред*kr, пропорциональное их количеству,

что ведет к экспоненциальному росту, а их смертность ks*(zпред /y)2

пропорциональна квадрату соотношения зайцев и капусты; rz – прирост

зайцев, sz – их смертность. Если понимать термин “капуста” в жаргонном

смысле, то задача из экологической становится экономической. Здесь

y = yпред +100 – ked * zпред          капуста

z = zпред + zпред kr – ks (zпред /y)2 зайцы
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0
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капуста
зайцы

ked kr ks

0,4 0,3 400

Капуста у Зайцы z rz sz
1000 10
1096 12 3 0,04
1190 16 3,888 0,055
1284 21 5,037 0,079
1375 28 6,525 0,114
1464 36 8,448 0,167
1549 47 10,93 0,247
1630 60 14 0,369
1706 78 18 0,557
1774 101 23 0,848

В данном случае процесс заканчивается стабилизацией количества

капусты и зайцев. При изменении коэффициентов или законов, например

функции смертности зайцев, процесс может принять колебательный

характер или закончиться катастрофой – лавинообразным ростом

количества зайцев и капусты, т.е. модель перестает быть адекватной и

нуждается в замене. Возможная интерпретация – вся капуста  съедена, а

затем вымрут зайцы. Можно добавить в систему волков, которые будут

размножаться, поедать зайцев и вымирать при недостатке зайцев.

Попробуйте, это интересно.

Далее приведены графики, полученные при численном решении

уравнения Г.Хатчинсона, которое описывает количество N членов

популяции животных, у которых имеется заданное количество пищи:

dN/dt = r (1- N (t- h)/K) N(t)

где r – относительный коэффициент роста (Мальтуса), К – средний

размер популяции, h – время запаздывания, связанное с возрастной

структурой популяции. На графиках представлены результаты численного

решения уравнения Г.Хатчинсона при К = 100, h=5 и различных r.

Очевидна зависимость вида функции N от параметра r, а при небольшом



53

изменении r с 0,554 до 0,555 N стремится к –¥, т.е. происходит катастрофа.

Внесите формулы в таблицу Excel и проведите расчеты самостоятельно.

Системы дифференциальных уравнений были использованы

Д.Медоузом в начале 70-х годов для исследования пределов роста

человеческой цивилизации. В результате получилось, что население,

производство и загрязнение на Земле достигнут максимума примерно в

2030 году, ресурсов останется 1/3 от разведанных к 1970 году, затем спад

производства и населения до 1 млрд. человек. При сохранении нынешних

тенденций спад будет быстрым (десятки лет), при воздействии на систему

управлением – медленным. Графики Д.Медоуза приведены во многих

публикациях, например в [ 10 ], стр.160 – 161, и дальновидные политики

их, видимо, учитывают.

В Физическом институте им. П.Н.Лебедева РАН разработана

математическая модель экономики России [ 11 ], стр.239 - 290.  В основе

модели лежат предположения о рыночном механизме формирования цен

(за счет баланса спроса и предложения) и рыночном характере

производства за счет использования оборотных средств их владельцами.

Государственное регулирование учтено в модели в виде налогов и

отчислений во внебюджетные фонды, тарифов на транспорт и

электроэнергию, пошлин и квот реализации сырья за рубежом. Учтено, что

обрабатывающая промышленность вынуждена фактически
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“импортировать” российское сырье, т.е. покупать его по мировым ценам.

Учтены финансовые спекуляции; криминал, т.е. рэкет и коррупция учтены

как дополнительный налог на производство. Общество разбито на 8

категорий по уровню доходов и участию в экономической деятельности.

Модель состоит из 8 основных уравнений и ряда дополнительных,

например, для расчета издержек производства и накоплений.

В результате проведенных расчетов было показано, что система

имеет три устойчивых состояния: высокопродуктивное,

низкопродуктивное (производство в 5 раз меньше) и с нулевой

продуктивностью (в этом случае государство исчезает). Сейчас Россия

находится в низкопродуктивном состоянии. Показано, что при изменении

динамических переменных, например оборотных средств, возможен

переход в высокопродуктивное состояние (экономическое чудо), но в

фазовом пространстве имеется барьер,  небольшие изменения переменных

не приведут к его преодолению и система вернется в прежнее состояние.

Для переброса необходимо, чтобы изменение было больше некоторого

критического значения. После этого система сама сравнительно быстро

переходит в другое стационарное состояние. В синергетике такой

результат внешнего воздействия называется силовым переключением.

Исследование модели показало ее чувствительность к управляющим

параметрам. Показано, что область существования современного

низкопродуктивного состояния не очень широка, и сравнительно

небольшое изменение управляющих параметров (налогов, тарифов и т.д.)

может привести как к “экономическому чуду”, так и к срыву в состояние с

нулевой продуктивностью, т.е. к катастрофе. Сделан вывод, что слабая

структурная устойчивость низкопродуктивного состояния интуитивно

ощущается людьми, что создает в обществе нервозность, неуверенность и

растерянность.
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Физиками были изучены уравнения, описывающие диффузию со

стоками, истоками и размножением, в частности – диффузию нейтронов и

распределение энергии во взрывающемся ядерном боеприпасе или в

термоядерном реакторе (уравнение Гинзбурга-Ландау). Было установлено,

что при некоторых параметрах наблюдается так называемая жесткая

турбулентность – хаотический режим с редкими, но исключительно

высокими выбросами, отражающими концентрирование энергии в малом

объеме [ 11 ] стр. 179. Затем пик распадается, после чего может возникнуть

новый пик в другом месте. Для плотности вероятности амплитуд

гигантских пиков в зависимости от их энергии была получена степенная

зависимость. В этом видно внутреннее единство целого класса различных

нелинейных процессов, связанных с катастрофами. В частности, можно

рассматривать диффузию в социальной среде денег и информации и их

накопление в локальных структурах, в том числе мафиозных (аналог –

образование вихря,  турбулизация). При этом происходит смена модели, и

система начинает развиваться по другим законам.

Лабораторная работа № 22. Марковские процессы и уравнения

Колмогорова
Функция X(t) называется случайной, если ее значение при любом

аргументе t является случайной величиной. Случайная функция X(t),

аргументом которой является время, называется случайным

процессом.Случайный процесс, протекающий в какой-либо системе S,

называется марковским (или процессом без последействия), если для

любого времени t0 вероятность любого состояния системы в будущем (при

t > t0) зависит только от ее состояние в настоящем (при t = t0) и не зависит

от того,когда и каким образом система S пришла в это состояние.

Марковские случайные процессы и основанные на них расчеты систем

массового обслуживания рассмотрены в [ 2 ], стр. 41 – 117.
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Рассмотрим систему S, которая может находиться с некоторой

вероятностью Р(k) в одном из n состояний:

Cостояния S(0), S(1), S(2), ....S(k), ....., S(n)

Вероятности Р(0), Р(1), Р(2), ....Р(k), .......Р(n)

и в определенные (дискретные) моменты времени переходить из состояния

S(i) в состояние S(k)  с вероятностью Pik * Pi.

Матрица переходных вероятностей

Р11   Р12 ...........Р1n
P21   P22 ...........P2n
.................................
Pi1   Pi2 ...........  Pin Σ Pik = 1  по каждой строке
.................................

    Pn1    Pn2 ...........Pnn

P i i -  вероятность задержки в S i

Переходы между состояниями системы изображают в виде

ориентированных графов (орграфов).

Задача 1: о поломках и ремонте автомобиля. Автомобиль может

находиться в одном из двух состояний: на ходу S1 с вероятностью Р1 и в

ремонте S2 с вероятностью Р2. В конце дня он может остаться на ходу с

вероятностью Р11 *  Р1, отправиться в ремонт с вероятностью Р12 *  Р1,

вернуться из ремонта с вероятностью Р12 *  Р2 или остаться в ремонте с

вероятностью Р22 * Р2 .

Соответствующий орграф:

Матрица переходных вероятностей:

0,8     0,2
0,9     0,1
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Первые сутки автомобиль находится в ремонте (P1=0, P2 =1).  Вероятности

нахождения на ходу и в ремонте после первых суток:

P1= P1(0)*P11 + P2(0)*P21 =0*0,8+1*0,9 =0,9

P2 = P1(0)*P12 + P2(0)*P22 =0*0,2+1*0,1 =0,1

Формулы заносятся в третью строку таблицы. Результаты расчетов для

начальных состояний P1=0, P2 =1 и  P1=1, P2 =0  представлены в таблице.

Видно, что система приходит в стационарное состояние независимо от

начальных условий (эквифинальность, эргодичность).

S1 S2 S1 S2
0 1 1 0

0,9 0,1 0,8 0,2
0,81 0,19 0,82 0,18
0,819 0,181 0,818 0,182

0,8181 0,1819 0,8182 0,1818
0,81819 0,18181 0,81818 0,18182
0,81818 0,18182 0,81818 0,18182
0,81818 0,18182 0,81818 0,18182

Задача 2: Непрерывная цепь Маркова. Состояния S  дискретны,  время t

непрерывно. Поток событий – последовательность однородных событий,

следующих друг за другом через случайные интервалы времени

Простейший поток событий: λik(t) = Const ,    он же процесс однородный.

Ординарность – нет двух событий одновременно.

Изменение состояния может произойти в любое время и регулируется

матрицей плотности вероятностей перехода, элементы которой

                                        λik(t) =lim (Pik(t, Δt) / Δt) = d Pik(t) /dt

                                                    Δt =>0

и  соответствующими уравнениями Колмогорова

возврат в Si     выход из Si
dPi(t)/dt = Σ λki * Pk(t) -  Pi(t) * Σ λik

                            k                                      k

Рассмотрим процесс, описываемый орграфом
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Около стрелок указаны плотности вероятностей переходов, которые

можно представить в виде матрицы. Также представлены расчетные

формулы скоростей изменения состояний 1, 2 , 3, 4, пропорциональных

вероятностям состояний Р1, Р2, Р3, Р4 плотностям вероятностей переходов:
в

из 1 2 3 4
1 0 V1 = P2*3 + P4*5
2 3 0 V2 = P3*4 - P2*3
3 4 0 V3 =  P4*2 - P3*4
4 5 2 0 V4 = - P4*5 - P4*2

Вначале система находится в состоянии 4 (Р4 = 1, остальные = 0 ). Внесите

во вторую строку таблицы вероятности состояний 0, 0, 0, 1, в третью

строку – формулы скоростей изменения состояний и формулы

вероятностей состояний Pi = Pi(0) + Vi. Временной интервал

предполагается равным 1. Скопируйте всю третью строку вниз. Результаты

расчетов представлены в таблице и на графике. Видно, что вероятность

состояния 1 экспоненциально растет и стремится к 1, вероятность

состояния 4 экспоненциально падает и стремится к 0,  вероятности

состояний 2 и 3 сперва растут, а потом спадают к 0.
Р1 Р2 Р3 Р4 Sum V1 V2 V3 V4

0,000 0,000 0,000 1,000 1,000
0,050 0,000 0,020 0,930 1,000 0,050 0,000 0,020 -0,070
0,097 0,001 0,038 0,865 1,000 0,047 0,001 0,018 -0,065
0,140 0,002 0,054 0,804 1,000 0,043 0,001 0,016 -0,061
0,180 0,004 0,068 0,748 1,000 0,040 0,002 0,014 -0,056
0,218 0,007 0,080 0,696 1,000 0,038 0,003 0,012 -0,052
0,253 0,010 0,091 0,647 1,000 0,035 0,003 0,011 -0,049
0,285 0,013 0,100 0,602 1,000 0,033 0,003 0,009 -0,045
0,316 0,017 0,108 0,560 1,000 0,030 0,004 0,008 -0,042
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Процесс гибели и размножения, часто используемый для расчетов

характеристик систем массового обслуживания, описывается орграфом

Задача 3: Система имеет 4 состояния S0, S1, S2, S3, вначале находится в

состоянии S2 (P0=0, P1=0, P2=1, P3=0), плотности вероятностей прямых

переходов равны λ01= 2, λ12= 3, λ23 = 5, обратных μ10=  4 , μ21=  1  , μ32 =  6.

В ячейки, соответствующие скоростям переходов Vi = dPi(t)/dt  (третья

строка), вставьте формулы соответствующих уравнений Колмогорова:

V0 = P1* μ10  -  P0* λ01

V1 = P0* λ01 + P2* μ21  - P1* λ12  - P1 * μ10

V2 = P1* λ12 + P3* μ32  - P2* λ23  - P21 * μ21

V3 = P2* λ23 - P3* μ32

Вставьте в третьей строке формулы Pi = Pi(0) + Vi. Затем вся третья строка

таблицы копируется вниз. Результаты расчетов представлены в таблице и

на графике. Видно, что вероятности состояний стабилизируются, а

скорости становятся равными нулю за счет выравнивания вероятностей

прямых и обратных переходов.

4 и 1

0,0
0,2
0,4
0,6
0,8
1,0
1,2

1 7 13 19 25 31 37 43 49

3 и 2

0,00

0,05

0,10

0,15

1 8 15 22 29 36 43 50
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P0 P1 P2 P3

0 0 1 0 V0 V1 V2 V3
0 0,05 0,7 0,25 0 0,05 -0,3 0,25

0,01 0,068 0,573 0,35 0,01 0,0175 -0,128 0,1
0,023 0,074 0,516 0,39 0,0125 0,006 -0,057 0,038
0,035 0,076 0,489 0,4 0,01245 0,0023 -0,027 0,013
0,047 0,077 0,474 0,4 0,01167 0,0014 -0,015 0,002
0,057 0,079 0,464 0,4 0,01078 0,0013 -0,01 -0,002
0,067 0,08 0,457 0,4 0,00997 0,0014 -0,007 -0,004
0,077 0,082 0,45 0,39 0,00926 0,0016 -0,006 -0,005
0,085 0,083 0,445 0,39 0,00865 0,0016 -0,005 -0,005

Измените вероятности начальных состояний, убедитесь, что система

придет к тем же вероятностям конечных состояний (эквифинальность).

Лабораторная работа № 23. Системы массового обслуживания

Системы массового обслуживания (СМО) разобраны в [ 1 ], стр 170 –

180, в  [ 2 ] , стр.82 – 112 и в [ 5 ] , стр.443 – 583. Круг задач, связанный с

СМО, достаточно широк – от расчета количества и загрузки касс в банке

до проектирования систем противовоздушной и противоракетной обороны.

Один из основных принципов теории СМО: плотность вероятности

событий, например отказов оборудования или автомобилей на заправке,

соответствует распределению Пуассона. Если в заданный интервал

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65 69 73
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времени может подъехать в среднем а автомобилей, то вероятность

появления k автомобилей

P(k) = a k exp(-a) / k!

Дисперсия P(k) равна среднему значению а. Плотности вероятности

событий Р(k) при различных а представлены на графиках. Видно, что при

а=1 велика вероятность отсутствия событий или появления 2-3

автомобилей; при больших а график становится колоколообразным,

приближаясь к распределению Гаусса.

Одна из основных характеристик  СМО - частота входного потока

требований, или  интенсивность потока заявок λ, при этом среднее время

между заявками равно   1 / λ. Плотность вероятностей интервалов времени

между событиями

f(t) = λ * exp(-λ t)

Аналогичное распределение

характерно для времени

обслуживания одним каналом при

интенсивности потока

обслуживания  μ, среднее время

обслуживания = 1 / μ

Часто рассматривают приведенную интенсивность загрузки СМО

ρ = λ  / μ
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Критерии эффективности СМО (одноканальной с отказами):

Вероятность отказа в обслуживании поступившей заявки

Р отказа = λ  / (λ + μ);

Вероятность немедленного обслуживания поступившей заявки

Р(0) =1- Р отказа ;    Р(0) = 1 - λ  / (λ + μ)  =  μ / (λ + μ);

Относительная Q и абсолютная A пропускная способность системы

Q = μ / (λ + μ) A = λ * Q

Среднее время пребывания заявки в системе

Tcp = 1 / (λ + μ)

Средний процент заявок, получивших отказ в обслуживании   1 - Q

Пример: справочное бюро с одним телефоном

λ = 0,4                   μ = 0,77            ρ = λ  / μ = 0,52

Δt = 2,5 мин  Т обс = 1,3  мин

Q = 0,66 P1 = 0,34 A = 0,26 выз./мин

A / μ  = 0,34

Абсолютная пропускная способность СМО оказалась втрое меньше

потока обслуживания, что связано с неравномерностью загрузки (велика

вероятность малого интервала между звонками) и достаточно высокой

вероятностью длительного обслуживания.

Многоканальная СМО с отказами:
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Расчет характеристик многоканальных СМО базируется на формулах

Эрланга:

Вероятность того, что все каналы обслуживания свободны
 n

P0 =  1 /  Σ (ρk / k !)
k=0

Вероятность того, что заняты k каналов

Pk = P0 * ρk / k !

Вероятность отказа в обслуживании

Pn = P0 * ρn / n !

Вероятность обслуживания (свободен хотя бы один канал), относительная

пропускная способность

Р обсл = 1 - Pn    = Q

Абсолютная пропускная способность СМО, интенсивность потока

обслуженных заявок

A = λ *Q = λ * (1 – Pn)

Среднее число занятых каналов

Кср = A / μ = ρ * (1 – Pn)

Среднее время пребывания заявки в СМО

Тср = Kcp / λ = (1 – Pn) / μ

Многоканальная СМО  с очередью длиной m
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Показатель нагрузки на один канал

Ψ = ρ /n = λ / nμ

Формулы Эрланга:

вероятность простоя
n

P0 = 1 / (Σ nk * ψk / k! + nn / n! * ψn+1(1- ψm)/(1-ψ))      при ψ <> 1
                                k=0

n
P0 = ( Σ nk / k! +nn / n! * m)-1          при ψ = 1

                                                 k=0

Предельные вероятности состояний

Pk = P0 * nk * ψk / k! k = 1, 2, ...., n                           очереди нет

Pk = P0 * nn * ψn / n!  k = n+1, n+2, ......., n+m         очередь есть

Вероятность отказа:

заняты все n каналов и все m мест в очереди

Pотк = Pn+m = P0 * nn * ψn+m / n!
Вероятность приема заявки в СМО

Pпр = Q = 1 – Pотк

Абсолютная пропускная способность

A = λ *Q

Среднее число заявок, находящихся в обслуживании, или среднее число

занятых каналов

N обс = А / μ

Среднее время обслуживания заявки

Тобс = Nобс / λ

Существуют и другие показатели СМО: среднее время ожидания в

очереди, средняя длина очереди,  средний доход в единицу времени и т.д.

Для расчета характеристик СМО с n каналами и ограниченной

длиной очереди m автор разработал таблицы в среде Excel, куда включил

приведенные выше формулы. Создайте аналогичные таблицы в Excel и

вставьте формулы, чтобы учеба медом не казалась. Будьте предельно
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внимательны! Характеристики СМО появляются во второй таблице в

строке с соответствующим n. Используя таблицы, можно подобрать число

каналов для обеспечения требуемых характеристик СМО, например

вероятность отказа или среднее время обслуживания.

ψ λ μ n m
0,5 3 2 3 2

ФАКТР(n)
Σ n^k * ψ^k / k!

k k! n^k ψ^k n^k * ψ^k / k! 0
0 1 1 1 1 1
1 1 3 0,500 1,500 2,500
2 2 9 0,250 1,125 3,625
3 6 27 0,125 0,563 4,188
4 24 81 0,063 0,211 4,398
5 120 243 0,031 0,063 4,462
6 720 729 0,016 0,016 4,478
7 5040 2187 0,008 0,003 4,481
8 40320 6561 0,004 0,001 4,482
9 362880 19683 0,002 0,000 4,482

10 3628800 59049 0,001 0,000 4,482



Расчет характеристик СМО с n каналами и ограниченной длиной очереди m

n^n/ ФАКТР(n)*ψ^(n+1)*(1+ψ^m)/(1-ψ) = 0,422 К расчету Р0

n^n/ ФАКТР(n)*ψ^(n+m) = 0,1406 К расчету Ротказов

n^n/ФАКТР(n)*ψ^(n+1)*(1-ψ^m*(m+1-ψ*m))/(1-ψ)^2  = 0,5625 К расчету   N очереди

n P0 Pотк Q=1-Pотк A=λQ Nобс=A/μ N очереди N обс+оч Т очереди Т сумм

1 0,342 0,048 0,952 2,856 1,428 0,193 1,620 0,064 0,540
2 0,247 0,035 0,965 2,896 1,448 0,139 1,587 0,046 0,529
3 0,217 0,031 0,969 2,908 1,454 0,122 1,576 0,041 0,525
4 0,207 0,029 0,971 2,912 1,456 0,117 1,573 0,039 0,524
5 0,205 0,029 0,971 2,914 1,457 0,115 1,572 0,038 0,524
6 0,204 0,029 0,971 2,914 1,457 0,115 1,572 0,038 0,524
7 0,204 0,029 0,971 2,914 1,457 0,115 1,572 0,038 0,524
8 0,204 0,029 0,971 2,914 1,457 0,115 1,572 0,038 0,524
9 0,204 0,029 0,971 2,914 1,457 0,115 1,572 0,038 0,524

10 0,204 0,029 0,971 2,914 1,457 0,115 1,572 0,038 0,524
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Лабораторная работа № 24. Парная регрессия

Прогнозирование тенденций развития или взаимной зависимости

переменных является не менее важной задачей, чем оптимальное

планирование. Для решения задачи прогнозирования требуется по

экспериментальным точкам провести гладкую кривую и выявить

функциональную зависимость (аппроксимация), продлить ее в

неизученную область (экстраполяция) и оценить надежность прогноза.

Этим занимается эконометрика. Хорошо разработана методика линейного

регрессионного анализа (линейной аппроксимации), нелинейные

зависимости (степенные, показательные, логарифмические) научились

линеаризовать, т.е. сводить к линейной. Вид функции часто задается из

теоретических соображений, коэффициенты вычисляются методом

наименьших квадратов (МНК), т.е. подбираются таким образом, чтобы

сумма квадратов отклонений (остатков, разностей) теоретических и

экспериментальных значений при равных аргументах была минимальной.

Теоретические основы эконометрики изложены в учебниках Л.О.Бабешко

[ 7 ] и И.И.Елисеевой [ 8 ], имеется хороший практикум И.И.Елисеевой

[ 9 ].

Для конкретизации задачи будем исследовать продажу пива в

зависимости от температуры воздуха в диапазоне 0О – 30О:

Y = f ( X )

где X – независимая (экзогенная) переменная: температура;

Y - зависимая (эндогенная) переменная: продажа пива.

В таблице и на рисунке  приведены  известные нам объемы продаж

при различных температурах в диапазоне 0О – 20О, требуется дать прогноз

на диапазон 21О – 30О. Рассмотрим две модели и 4 способа решения

задачи.
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Температура
X

Продажи
 Y

0 11
1 8
2 9
3 13
4 6
5 10
6 11
7 6
8 7
9 13
10 12
11 15
12 18
13 16
14 24
15 22
16 27
17 28
18 25
19 32
20 28

В данной задаче температуры упорядочены изначально. В

противном случае проведите предварительную сортировку данных по

независимой (экзогенной) переменной: выделить таблицу, в меню Данные

– Сортировка  – указать столбец независимой переменной – ОК.

Решение эконометрической задачи начинайте с построения

диаграммы. Целесообразно выделить оба столбца данных и построить

диаграмму Точечная, что позволит сразу правильно расположить данные

по оси абсцисс и оценить корреляцию X  и Y или ее отсутствие. Диаграмма

позволяет оценить вид аппроксимирующей функции, может быть,

различной в разных диапазонах Х, и увидеть точки, выпадающие из

закономерности. Эти точки надо удалить из выборки и рассматривать

отдельно. В данном примере аномальные значения Y могут быть связаны с

праздничными днями и премиями.

Если функция Y  =  f  (  X  ) нелинейная, то ее надо линеаризовать,

заменив значения Y на их логарифмы, квадратные корни или более

сложные функции, а после решения задачи провести обратное

Продажи от температуры

0

5
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15

20

25

30

35

0 5 10 15 20
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преобразование  полученной аппроксимирующей функции. Если точки

уплотняются в левой части диаграммы, то целесообразно заменить

значения Х их логарифмами.

В данном случае можно увидеть на диаграмме, что от 0о до 10о

продажи не возрастают, а после 10о – возрастают. Можно построить две

модели с расчетом коэффициентов по различным диапазонам:

1) Y = a + b X               в диапазоне от 10о до 20о;

2) Y = a + b X  + с Х2   в диапазоне от  0о  до 20о. (Любую функцию в

некотором диапазоне можно достаточно точно представить

многочленом).

В первом случае мы отбрасываем половину исходных данных и

считаем, что до 10о одна закономерность,  а свыше 10о – другая. Во втором

случае мы используем для настройки модели все данные. Выбор модели

зависит от теоретических закономерностей и от личного опыта, а также от

результатов эконометрических тестов, например, теста Чоу.

Параметры моделей и прогноз можно получить, построив

диаграммы.

Модель1:

- выделите оба столбца в диапазоне температур 10о – 20о, постройте

диаграмму типа Точечная;

- щелкните правой клавишей мыши по любой точке, в появившемся окне

установите Тип – Линейная, выберите Параметры, установите Прогноз

вперед на 10 единиц и флажок Показывать уравнение на диаграмме –

ОК.

Модель 2:

- выделите оба столбца в диапазоне температур 0о – 20о, постройте

диаграмму типа Точечная;

- щелкните правой клавишей мыши по любой точке, в появившемся окне

установите Тип – Полиномиальная, Степень 2, выберите Параметры,
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установите Прогноз вперед на 10 единиц и флажок Показывать

уравнение на диаграмме – ОК.

Обратите внимание, что модели дают различные прогнозы на 30о.

Параметры линейной регрессии можно определить с помощью

встроенной статистической функции ЛИНЕЙН. Порядок вычисления

следующий:

- Ввод исходных данных;

- Выделите область пустых ячеек 5х2 (5 строк, 2 столбца) для вывода

результатов регрессионной статистики или область 1х2 – для получения

только оценок коэффициентов регрессии;

- Активизируйте Мастер функций – щелкните fx на панели инструментов

или в главном меню выберите Вставка – Функция;

- В окне Категория выберите Статистические, в окне Функция –

ЛИНЕЙН. Щелкните ОК.

- Заполните аргументы функции:

q Известные значения_у – диапазон, содержащий данные

результативного признака;

q Известные значения_х – диапазон, содержащий данные факторов

независимого признака;

q Константа – логическое значение, которое указывает на наличие

или отсутствие свободного члена в уравнении: если Константа = 1,

то свободный член рассчитывается обычным способом, если

Константа = 0, то свободный член равен 0;

q Статистика – логическое значение, которое указывает, выводить

дополнительную информацию по регрессионному анализу ( = 1) или

нет (=0);

- Щелкните ОК.
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В левой верхней ячейке выделенной области появится первый

элемент итоговой таблицы. Чтобы раскрыть всю таблицу, нажмите на

клавишу F2, а затем – на комбинацию клавиш CTRL – SHIFT – ENTER.

Дополнительная регрессионная статистика будет выводиться в порядке,

указанном в следующей таблице:

Коэффициент b Коэффициент a
Среднеквадратическое
отклонение b

Среднеквадратическое
отклонение a

Коэффициент детерминации
R2

Среднеквадратическое
отклонение y

F – статистика Число степеней свободы
Регрессионная сумма

квадратов RSS

Остаточная сумма квадратов
ESS

Для вычисления параметров показательной функции Y = abx в Excel

применяется встроенная статистическая функция ЛГФПРИБЛ. Порядок

вычислений аналогичен применению функции ЛИНЕЙН.

По мнению автора, применение этих функций менее удобно, чем

использование сервиса Регрессия из Пакета анализа Excel. Для его

запуска надо щелкнуть в Меню Сервис – Анализ данных – Регрессия. (Если

Анализ данных в меню Сервиса не появится, щелкните Надстройки и

установите флажок Пакет анализа).  Укажите диапазоны ячеек Y и X и на

какой лист выводить результаты – на новый или на тот же. В этом случае

надо указать достаточно большой диапазон ячеек для вывода. Сервис

Регрессия выводит все статистические характеристики модели с

соответствующими надписями. Сервис Регрессия может применяться для

линейных или линеаризованных моделей.

Оцените параметры Модели 1, используя сервис Регрессия.

Использование сервиса Поиск решения позволяет наглядно

продемонстрировать суть метода наименьших квадратов (МНК).

Результаты расчетов и проверки качества моделей приведены в таблицах и
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на диаграммах. Схема расчетов та же, что и в задачах математического

программирования:

- задать произвольные коэффициенты аппроксимирующей функции,

- построить функцию в заданном диапазоне Х,

- вычислить отклонения Y – Yфакт для диапазона, в котором значения Y

используются для настройки модели (оценки коэффициентов),

- вычислить все (Y – Yфакт)2 и сумму (Y – Yфакт)2 (сумма квадратов

отклонений, Error Squared Sum, ESS) ,

- вызвать Поиск решения, целевая ячейка ESS, Изменяя ячейки

коэффициенты, ограничений нет, Выполнить.

Показатель качества модели – коэффициент корреляции Х и Y R и

его квадрат – коэффициент детерминации R2.

Согласно теореме Гаусса-Маркова, МНК обеспечивает наилучшую

линейную несмещенную оценку вектора параметров, т.е. наилучшее

качество линейной модели, если соблюдаются условия:

1. Равенство дисперсий остатков в разных диапазонах Х. Это

свойство называется гомоскедастичность, его несоблюдние –

гетероскедастичность. Отклонение от гомоскедастичности проверяется

по тесту Голдфелда-Квандта

GQ = ДИСП Ост1 / ДИСП Ост2

где ДИСП Ост1 и ДИСП Ост2 – дисперсии остатков (отклонений) в

разных половинах диапазона Х; большая дисперсия делится на меньшую;

GQ сравнивают с критерием Фишера для заданных уровня значимости и

количества точек; нормально GQ < 5.

2. Отсутствие автокорреляции, т.е. взаимозависимости соседних

значений остатков; коффициент автокорреляции можно вычислить с

помощью функции КОРРЕЛ, задав в окне Массив1 диапазон остатков с

номерами 1 : N-1, а в окне Массив2 диапазон 2 : N; по полученному

коэффициенту R вычисляют статистику Дарбина-Уотсона DW = 2(1-R),
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для которой вычислены критические значения при различных уровнях

значимости: приблизительно 0 : 1 и 3 : 4  плохо, 1 : 1,5 и 2,5 : 3  так себе,

1,5 : 2,5 хорошо. Наличие автокорреляции означает, что аппрокси-

мирующая функция подобрана неверно.

Вычисленные для обеих моделей R2,  DW,  GQ представлены в

таблицах, а также показаны графики остатков.  Видно, что качество обеих

моделей высокое, применение МНК правомерно. Применение для

прогноза одной из двух моделей зависит от дополнительной информации и

личного опыта.

Важная характеристика экономических процессов – эластичность,

которая показывает, на сколько процентов изменится зависимая

переменная Y при увеличении влияющей переменной Х на 1 % :

Э = (ΔY / Y) / (ΔX / X)

Применение компьютера позволяет вычислить эластичность по

всему диапазону  Х, а не только средние значения, как при ручном счете.

В качестве Х  и Y берутся их средние значения на соответствующих

интервалах ΔX и ΔY, расчет ведется по аппроксимирующей функции Ŷ.

Для Модели2 :
        (Ŷ1  - Ŷ0) / (Ŷ1  + Ŷ0)

Э1 = -------------------------------
       (X1 – X0) /  (X1 + X0)

затем формула копируется на весь диапазон; в Модели1 расчет начинается

с температуры 10о. Графики эластичности показавают, что расчет

эластичности по разным моделям приводит к различным результатам.
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 Результаты расчетов по двум моделям
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Результаты расчетов по двум моделям

Модель 1 a b
-4,2727 1,7818

Температура
X

Продажи
Y Ŷ.

Остатки:
Y-Ŷ. (Y-Ŷ)^2 Эластичность

0 11 -4,27
1 8 -2,49
2 9 -0,71
3 13 1,07
4 6 2,85
5 10 4,64
6 11 6,42
7 6 8,20
8 7 9,98
9 13 11,76

10 12 13,55 -1,55 2,39 1,30
11 15 15,33 -0,33 0,11 1,26
12 18 17,11 0,89 0,79 1,24
13 16 18,89 -2,89 8,36 1,22
14 24 20,67 3,33 11,07 1,20
15 22 22,45 -0,45 0,21 1,18
16 27 24,24 2,76 7,64 1,17
17 28 26,02 1,98 3,93 1,16
18 25 27,80 -2,80 7,84 1,15
19 32 29,58 2,42 5,85 1,14
20 28 31,36 -3,36 11,31 1,13
21 33,15 1,13
22 34,93 Сумма 1,12
23 36,71 ESS 59,49 1,11
24 38,49 Коррел. 0,92 1,11
25 40,27 Детерми-

нация
0,85 1,10

26 42,05 Автокор-
реляция

-0,58 1,10

27 43,84 DW 3,17 1,10
28 45,62 GQ 1,61 1,09
29 47,40 Дисп.ост.1 4,55 1,09
30 49,18 Дисп.ост.2 7,34

дисп Y 68,19 дисп Ŷ 34,92
TSS 1363,8 RSS 349,2
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Модель 2 a b c
9,1942 -0,3286 0,075588

Температура
X

Продажи
Y

Ŷ Остатки:
Y-Ŷ

(Y-Ŷ)^2 Эластичность

0 11 9,19 1,81 3,26 -0,01
1 8 8,94 -0,94 0,89 -0,02
2 9 8,84 0,16 0,03 0,01
3 13 8,89 4,11 16,90 0,08
4 6 9,09 -3,09 9,54 0,17
5 10 9,44 0,56 0,31 0,29
6 11 9,94 1,06 1,12 0,41
7 6 10,60 -4,60 21,14 0,55
8 7 11,40 -4,40 19,39 0,68
9 13 12,36 0,64 0,41 0,81

10 12 13,47 -1,47 2,15 0,94
11 15 14,73 0,27 0,08 1,05
12 18 16,14 1,86 3,48 1,15
13 16 17,70 -1,70 2,88 1,25
14 24 19,41 4,59 21,08 1,33
15 22 21,27 0,73 0,53 1,40
16 27 23,29 3,71 13,79 1,47
17 28 25,45 2,55 6,49 1,52
18 25 27,77 -2,77 7,67 1,57
19 32 30,24 1,76 3,10 1,62
20 28 32,86 -4,86 23,59 1,66
21 35,63 1,69
22 38,55 Сумма 1,72
23 41,62 ESS 157,82 1,75
24 44,85 1,78
25 48,22 Детерми-

нация
0,88 1,80

26 51,75 Автокор-
реляция

-0,13 1,82

27 55,43 DW 2,26 1,84
28 59,25 GQ 1,05 1,85
29 63,23 Дисп.ост.1 7,86 1,87
30 67,37 Дисп.ост.2 8,28

Лабораторная работа № 25. Множественная регрессия

В моделях множественной регрессии зависимая переменная является

функцией многих факторов. Далее приведен пример решения задачи из
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практикума [ 9 ], в которой требуется определить зависимость валового

дохода за год Y от основных фондов Х1 и оборотных средств Х2.

Среднегодовая стоимость,млн.руб

Номер основных
фондов Х1

оборотных
средств Х2

Валовой доход за
год,млн.руб. Y

1 118 105 203
2 28 56 63
3 17 54 45
4 50 63 113
5 56 28 121
6 102 50 88
7 116 54 110
8 124 42 56
9 114 36 80
10 154 106 237
11 115 88 160
12 98 46 75

На результаты расчета коэффициентов в моделях множественной

регрессии негативное влияние оказывает взаимозависимость влияющих

факторов (мультиколлинеарность), поэтому изучение зависимости Y от

различных факторов следует начинать с расчета коэффициентов

корреляции Y от всех Х и факторов Х между собой. Для этого удобно

использовать сервис Корреляция, входящий в Пакет анализа Excel.

Результаты представлены в таблице и на графиках (диаграмма Точечная).

X1 X2 Y

X1 1

X2 0,4130 1

Y 0,5708 0,8328 1
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Видна слабая зависимость факторов Х1 и Х2 между собой (отсутствие

мультиколлинеарности) и зависимость Y от фактора Х2.

Используем сервис Поиск решения, очень удобный для построения

моделей множественной регрессии.

Предполагаем линейную модель

Ŷ  = a +b1*X1 + b2*X2

Задайте произвольные коэффициенты a, b1 и b2, заполните столбцы Ŷ  и

(Y – Ŷ)^2, вычислите сумму квадратов отклонений ESS. Вызовите Поиск

решения, минимизируйте ESS,  изменяя ячейки со значениями a, b1 и b2.

Для вычисления эластичности по Х1 надо предварительно провести

сортировку таблицы по этому фактору. Вычислите эластичность Ŷ по Х1

по формуле, приведенной в Лаб.№ 24. Как видите, результат получился

безобразный, т.к. Y зависит от двух факторов. Для получения “срезов” по

поверхности Ŷ(X1,X2) надо фиксировать Х2, т.е. заполнить этот столбец

одинаковыми значениями. Ниже представлены графики эластичности Ŷ по

Х1 при Х2 = 28, Х2 =  56  и Х2 = 106. Результаты весьма информативны и

позволяют судить о целесообразности вложений в основные фонды и

оборотные средства при их различных значениях, в отличие от обычно

применяемого среднего значения эластичности, вычисляемого по формуле

Э(Y, X1) = b1*X1ср/Yср

Здесь Э(Y, X1) = 0,31. Также вычислен и представлен в таблице

коэффициент детерминации R2 = 1 – ДИСП(ост.) / ДИСП(Y),

здесь равный 0,755.
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Результаты расчетов множественной регрессии

a b1 b2

Среднегодовая

стоимость,млн.руб

-24,02 0,38 1,68

Номер Основ-
ных

фондов
Х1

Оборот-
ных

средств
Х2

Валовой
доход за

год,млн.руб.
Y

Ŷ (Y- Ŷ )^2 Эласт
ич-
ность

3 17 54 45 73,07 787,69 0,20
2 28 56 63 80,63 310,90 0,39
4 50 63 113 100,80 148,88 -6,86
5 56 28 121 44,39 5869,60 1,26
12 98 46 75 90,66 245,29 2,17
6 102 50 88 98,90 118,88 -1,90
9 114 36 80 80,01 0,00 81,01
11 115 88 160 167,62 58,09 -46,97
7 116 54 110 110,97 0,95 32,76
1 118 105 203 197,29 32,65 -14,32
8 124 42 56 93,91 1437,00 3,59
10 154 106 237 212,75 588,15 1,00

Средн. 91,00 60,67 112,58 ESS 9598
Дисперсия 3571 872

Детерминация 0,755 Эластичность
=b1*X1ср/Yср

0,31
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Отсортируйте таблицу по столбцу Х2 и постройте графики

эластичности Y по X2 при малых, средних и больших значениях Х1.

Рассмотрим мультипликативную модель

Ŷ  = a*X1b1*X2b2

После логарифмирования получим

ln(Ŷ) = ln(a) + b1*ln(X1) + b2*ln(X2),

т.е. произведена линеаризация и задача сведена к предыдущей.

Постройте таблицу натуральных логарифмов Х1, Х2 и Y, проведите

аналогичные вычисления коэффициентов модели a, b1, b2, коэффициент

детерминации и ln(Ŷ), вычислите Ŷ = ехр(ln(Ŷ)). В данной модели

коэффициенты b1 и b2 являются средними эластичностями Y по Х1 и Х2.

Аналогичным образом исследуйте модель Кобба-Дугласа

Ŷ  = A0*Ka * Lb,

где Ŷ - выпуск продукции, К – затраты на основные фонды (капитал),

L  - затраты на труд. В таблице приведены данные в процентах к 1899 году.

Год K L Y  Год K L Y
1899 100 100 100  1911 216 145 153
1900 107 105 101  1912 226 152 177
1901 114 110 112  1913 236 154 184
1902 122 118 122  1914 244 149 169
1903 131 123 124  1915 266 154 189
1904 138 116 122  1916 298 182 225
1905 149 125 143  1917 335 196 227
1906 163 133 152  1918 366 200 223
1907 176 138 151  1919 378 193 218
1908 185 121 126  1920 407 193 231
1909 198 140 155  1921 417 147 179
1910 208 144 159  1922 431 161 240
Исследуйте модель по всему временному интервалу 1899-1922 г.г. и

по его первой, второй и третьей части, по интервалу 1899 – 1914 г.г. и

сравните полученный прогноз на 1915-22 г.г. с реальными значениями Y,

исследуйте в предположении b = 1 – a. Постройте графики K, L, Y, Ŷ.
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Лабораторная работа № 26. Исследование временных рядов

Эконометрическую модель можно построить, используя три типа

исходных данных:

- данные, характеризующие совокупность различных объектов в

определенный момент (период) времени;

- данные, характеризующие один объект за ряд последовательных

моментов (периодов) времени;

- данные, характеризующие совокупность различных объектов за ряд

последовательных моментов времени (панельные).

Модели, построенные по данным первого типа, называются

пространственными моделями. Модели, построенные по данным

второго типа, называются моделями временных рядов. Методы обработки

временных рядов изложены в [ 8 ].

Временной ряд –  это совокупность значений какого-либо показателя за

несколько последовательных моментов (периодов) времени. Он

формируется под воздействием большого числа факторов, которые можно

условно подразделить на три группы:

- факторы, формирующие тенденцию (тренд) ряда;

- факторы, формирующие циклические колебания ряда, например

сезонный, недельный;

- случайные факторы.

В большинстве случаев значения временного ряда можно

представить как сумму или произведение трендовой, циклической и

случайной компонент. В таблице и на графике приведены уровни

розничной  торговли в России, млрд. руб., в 2002-03 г.г. Наиболее простой

и достаточно точный способ прогноза – использование автозаполнения

ячеек Excel. Для этого надо выделить оба столбца данных, поставить

курсор на черный квадратик в правом нижнем углу выделенной зоны,
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чтобы курсор превратился в черный тонкий крест, нажать левую клавишу

мыши и протащить курсор на требуемое количество ячеек вправо.

Уровни розничной  торговли в России, млрд. руб.

Прогноз протяжкой
Месяц 2002 2003 2004 2005 2006
Январь 270,1 324 378,3 432,4 486,5
Февраль 267,1 322 376,9 431,8 486,7
Март 288,2 351 413,8 476,6 539,4
Апрель 292,7 353,8 414,9 476 537,1
Май 291 352,6 414,2 475,8 537,4
Июнь 297,8 356,5 415,2 473,9 532,6
Июль 310,1 368 425,9 483,8 541,7
Август 324,3 379 433,7 488,4 543,1
Сентябрь 326,1 386 445,9 505,8 565,7
Октябрь 339,4 403,4 467,4 531,4 595,4
Ноябрь 346,1 409,7 473,3 536,9 600,5
Декабрь 400,7 477,3 553,9 630,5 707,1

Обычно применяется более сложная технология: построение

аналитической функции для моделирования тенденции (тренда)

временного ряда, или аналитическое выравнивание временного ряда. Для

этого чаще всего применяют следующие функции:

- Линейная Y(t) = a + b *t ;

- Гипербола Y(t) = a + b /t ;

- Экспонента Y(t) = exp(a + b*t) ;

- Степенная функция Y(t) = a * t b ;

- Парабола второго и более высоких порядков

Y(t) = a + b1*t + b2*t 2 + ... + bk*t k

Параметры трендов определяют обычным МНК, в качестве

независимой переменной выступает время t =  1,  2,  ...  , n , а в качестве

зависимой переменной – уровни (значения)  временного ряда Y(t).

Критерием отбора наилучшей формы тренда является наибольшее

значение индекса детерминации

R2 = 1 – Дисп.ост. / Дисп.Y = 1 – ESS / TSS

2002 - 2003 год
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При построении моделей регрессии по временным рядам для

отделения тенденции используются следующие методы:

Метод отклонений от тренда предполагает вычисление

трендовых значений и расчет отклонений от трендов. Для дальнейшего

анализа используют не исходные данные, а отклонения от тренда.

Метод последовательных разностей заключается в следующем:

если ряд содержит линейный тренд, то исходные данные заменяются

первыми разностями:

Δt = Yt – Yt–1 = b + (ε t – ε t-1)
Если параболический тренд – вторыми разностями

Δ2
t = Δ t – Δ t–1 = 2 b2 +ε t – 2 ε t-1 + ε t-2

В случае экспоненциального и степенного ряда метод

последовательных разностей применяется к логарифмам исходных

данных.

Далее рассмотрена технология расчетов с использованием метода

отклонений от тренда. В таблице и на графике представлены месячные

значения  реального располагаемого  денежного душевого дохода в России

в 2001 – 2003 г.г. в процентах к декабрю 2000 г. Требуется дать прогноз по

месяцам 2004 – 2005 г.г.  Для этого надо расположить значения по годам в

одну строку (или столбец), построить по ним график с линией тренда

(щелкнуть правой клавишей мыши по точке графика, Добавить линию

тренда, Параметры, Показывать уравнение на диаграмме). Ввести строку

со сплошной нумерацией месяцев: t = 1, 2, 3, ... , 60 и по коэффициентам a

и b уравнения на диаграмме построить линейный тренд Yтр = a + b t. Для

2001 – 2003 г.г. вычислить относительные отклонения

η = (Y – Yтр ) / Yтр. Чтобы получить средние η по месяцам 2001 – 2003г.г.,

надо скопировать эти значения за 2002 год и вставить их в строку под

значениями η 2001 года, используя Специальная вставка – Значения, затем

так же скопировать значения η 2003 года и вставить их в строку под
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значениями η 2002 года, чтобы получились три строки η за три года.

Вычислите средние значения η по месяцам, используя функцию СРЗНАЧ.

Скопируйте полученную строку под тренд 2004 и под тренд 2005 г.г.,

используя Специальная вставка – Значения.   Прогнозные значения Ŷ  по

месяцам 2004 – 2005 г.г. получим по формуле Ŷ = Yтр *(1 + η). Технология

решения задачи несложная, но требует внимания.

Возможны другие технологии прогнозирования с использованием

трендов. В приведенном примере линия тренда проводится по трем

суммарным значениям Y за 2001, 2002 и 2003 годы. Затем вычислены

вклады каждого месяца в годовую сумму (в процентах) и соответствующие

средние значения за 3 года. Эти же значения можно получить по-другому:

просуммировать значения по месяцам за 2001 – 2003 годы и разделить их

на сумму за 3 года. Результаты получаются примерно одинаковые.

Прогнозные значения по месяцам 2004 – 2005 г.г. получаем, умножая

полученные средние η по месяцам на полученные по трендам суммарные

значения за 2004 и 2005 годы. При решении задачи автозаполнением

результаты получаются примерно те же.
Год январь февр март апрель май июнь июль авг. сент. окт. нояб дек.

2000 100 Сум-
ма

Тренд

2001 64 72 80 81 76 84 82 84 86 86 87 108 991 980,5

2002 72 80 83 94 80 90 93 93 91 96 96 118 1088 1105

2003 83 93 98 102 97 100 102 102 102 110 110 140 1242 1230

2004 89,18 99,77 106,5 112,9 103 112 113 114 114 119 119 149 1354

2005 97,38 108,9 116,3 123,3 112,5 122 123 124 124 130 130 162,7 1479

Суммы по месяцам 2001-2003 г.г.

219 245 261 277 253 274 277 279 279 292 293 366 3321
% от суммы за год

6,458 7,265 8,073 8,174 7,669 8,48 8,27 8,48 8,68 8,68 8,78 10,9

6,618 7,353 7,629 8,64 7,353 8,27 8,55 8,55 8,36 8,82 8,82 10,85

6,683 7,488 7,89 8,213 7,81 8,05 8,21 8,21 8,21 8,86 8,86 11,27

Средние по месяцам

6,586 7,369 7,864 8,342 7,611 8,27 8,34 8,41 8,42 8,79 8,82 11,01



85

Во временных рядах часто последующие значения зависят от

предыдущих, т.е. имеет место автокорреляция в остатках. В Лаб.  № 24

была рассмотрена процедура расчета коэффициента автокорреляции как

корреляции рядов значений с номерами 1, 2,  ..., n -  1  и 2,  3,  ...  , n.

Коэффициенты автокорреляции более высоких уровней m вычисляют как

коэффициенты корреляции рядов значений с номерами 1, 2,  ..., n - m  и m,

m +  1, m +  2,  ...  , n. Последовательность коэффициентов автокорреляции

уровней первого, второго и т. д. порядков называют автокорреляционной

функцией временного ряда. График зависимости ее значений от величины

лага (порядка коэффициента автокорреляции) называется

коррелограммой. Анализ автокорреляционной функции и коррелограммы

позволяет определить лаг (временной интервал), при котором

автокорреляция наиболее высокая, следовательно, лаг, при котором связь

между текущим и предыдущими уровнями ряда наиболее тесная, т. е. при

помощи анализа автокорреляционной функции и коррелограммы можно

выявить структуру ряда. Если наиболее высоким оказался коэффициент

автокорреляции первого порядка, исследуемый ряд содержит только

тенденцию. Если наиболее высоким оказался коэффициент автокор-

реляции порядка m, ряд содержит циклические колебания с пери-

одичностью в m моментов времени. Если ни один из коэффициентов

автокорреляции не является значимым, можно сделать предположение
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относительно структуры этого ряда: либо ряд не содержит тенденции и

циклических колебаний, либо ряд содержит сильно нелинейную

тенденцию, для выявления которой нужно провести дополнительный

анализ.

Автокорреляционный анализ используется для анализа временных

рядов цен биржевых инструментов (акций и т.п.) и валют. В учебниках по

техническому анализу фондовых рынков максимумы автокорреляционной

функции связывают с числами Фибоначчи 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ....

На рисунке представлена коррелограмма, полученная по реальному

временному ряду цен акций фирмы AGILENT TECH, а также цены акций

за вычетом линейного тренда. Некоторые максимумы коррелограммы на

самом деле совпадают с числами Фибоначчи 1, 5, 13. Числа 5, 13, 17

примерно соответствуют длинам волн временного ряда.

Для прогноза цен на фондовых и валютных рынках автором была

предложена технология нелинейной аппроксимации временных рядов

методом наименьших квадратов с использованием сервиса Поиск решения

Excel.

Предлагается использовать для прогноза движения фондового рынка

аппроксимацию графика цен биржевых инструментов сложной функцией

вида

Y(t) = a + b t + c t 2 + d Sin(ωt+φ)
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Где Y(t) – значение аппроксимирующей функции

t  – время (день, минута и др.)

a, b, c, d, ω, φ – коэффициенты аппроксимирующей функции.

Для оценки коэффициентов используется метод наименьших квадратов с

применением сервиса Excel Поиск решения:

Время Фирма Цена Y Ŷ (t)  (Ŷ (t)-Цена)2 Изменяемые
ячейки

1 AGILENT TECH 13,5 13,96 0,2194 a 13,71
2 AGILENT TECH 14,36 13,91 0,200 b 0,0989
3 AGILENT TECH 14,4 13,85 0,294 d 0,6363
4 AGILENT TECH 14,36 13,81 0,301 w 0,2454
5 AGILENT TECH 14,28 13,78 0,246 f -3,624
6 AGILENT TECH 14,32 13,78 0,290 c 0
7 AGILENT TECH 13,73 13,81 0,0066

112 AGILENT TECH 26,55 24,19
113 AGILENT TECH 27,05 24,35 Целевая

функция
Сумма
11,244

Вначале коэффициенты задаются произвольно (“опорный план”) и

проводится вычисление функции Ŷ(t) в разумном временном диапазоне и

на прогнозируемый период времени. Под “разумным диапазоном” следует

понимать временной диапазон, в котором не было резких скачков цен и

изменений тренда. Затем вычисляется сумма квадратов отклонений

(Ŷ(t)-Цена)2, которая является целевой минимизируемой функцией

изменяемых коэффициентов. Скорее всего, первая итерация даст плохой

результат для коэффициента ω, и его надо изменять вручную, запуская

затем Поиск решения.

Методика была проверена на графиках цен, взятых с сайта rts.ru .

Каждый график содержал цены закрытия за 113 дней. Для аппроксимации

использовались первые 65–100 точек (на диаграммах – до вертикальной

черты), а сопоставление графика функции с реальными ценами в правой
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части диаграммы дает представление о точности прогноза. В некоторых

случаях для аппроксимации используется средняя или правая части

графика цен. Показано, что прогноз достаточно хорошо совпадает с

реальными ценами, если коэффициент детерминации обучающей выборки

(диапазон настройки модели) превышает 0,7.

Лабораторная работа № 27. Оценка коэффициентов систем
одновременных уравнений. Модель делового цикла экономики

Самуэльсона–Хикса

При исследовании уравнений и систем уравнений в  Лаб. № 19, 20

мы предполагали, что коэффициенты заданы. На самом деле настройка

моделей, т.е. оценка коэффициентов уравнений по реальным данным

является достаточно сложной задачей. Мы будем решать ее методом

наименьших квадратов, минимизируя сумму квадратов отклонений всех

заданных переменных модели от их оцененных значений. При этом могут

встретиться две проблемы:

1. Различные диапазоны или меры измерения переменных, например,

цены, инвестиции, количество сотрудников и т.п. В этом случае надо

перенормировать переменные, чтобы их дисперсии были примерно равны.
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2. Зависимость результатов от начальных значений коэффициентов, с чем

мы сталкивались в Лаб.№ 1, 10, 12, 13. Целесообразно решать задачу с

различными наборами исходных коэффициентов, сравнивая получаемые

ESS и разумность получаемых прогнозов.

Проведем исследование известной макроэкономической модели

Самуэльсона – Хикса, используя для настройки и контроля адекватности

модели статистические данные по экономике США за 1970 – 1991 г.г.

Модель Самуэльсона – Хикса:

Потребление  = a0 + a1 * ВВП(t-1)

Инвестиции = b * ( ВВП(t-1) – ВВП(t-2)) = b * (рост ВВП в прошлом году)

Госрасходы = g * Госрасходы (t-1)

ВВП = Потребление + Инвестиции + Госрасходы

Структурная форма модели:

C=a0 + a1 * Y(t-1)

I=b * ( Y(t-1) – Y(t-2)  + b0

G= g * G(t-1)

Y= C+I+G

0 < a1 < 1,  b > 0,  g > 0

Используем данные за 1970 – 1981 г.г. для расчета коэффициентов

(обучающая выборка) и будем сравнивать получаемые прогнозы с

реальными данными за 1982 – 1991 г.г. Задайте начальные значения для

коэффициентов. Оценки 1970-71 г.г. – скопированные реальные данные. В

ячейки следующей строки раздела “Оценки” введите формулы для Ŷ, С, I,

G в соответствии с моделью. Обратите внимание на член b0 во втором

уравнении, которого нет в оригинальной модели. Скопируйте эти четыре

ячейки вниз до конца таблицы. Вычислите квадраты отклонений С, I, G и

их сумму,  которая в Поиске решения будет минимизируемой целевой

ячейкой. Изменяемые ячейки – коэффициенты, добавьте ограничения,

накладываемые в модели на коэффициенты. Запустите Выполнить.
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Реальные Оценки
Год Y C I G Yфакт Cфакт Iфакт Gфакт
1970 2874 1813,5 429,7 666 2874 1813,5 429,7 666
1971 2956 1873,7 475,7 652,5 2956 1873,7 475,7 652,5
1972 3107 1978,4 532,2 652,9 3167 1928 578 661
1973 3269 2066,7 591,7 644,7 3313 2066 578 669
1974 3240 2050 540 655 3416 2161 578 677
1975 3222 2097,5 437,6 663 3492 2228 578 685
1976 3381 2207,3 530,6 659,5 3550 2278 578 694
1977 3533 2296,6 600,4 663,8 3597 2316 578 703
1978 3704 2391,8 664,6 677,5 3636 2346 578 711
1979 3797 2448,4 669,7 689,5 3670 2372 578 720
1980 3776 2447,1 594,4 703,8 3701 2394 578 729
1981 3843 2476,9 631,1 713 3731 2414 578 738
1982 3760 2503,7 540,5 723,2 3759 2433 578 747
1983 3907 2619,4 599,5 744,3 3787 2452 578 756
1984 4148 2746,1 757,5 766,4 3814 2470 578 766
1985 4280 2865,8 745,9 813,6 3842 2488 578 775
1986 4405 2969,1 735,1 855,9 3869 2506 578 785
1987 4539 3052,2 749,3 880,6 3897 2524 578 795
1988 4718,6 3162,4 773,4 886,8 3925 2542 578 805
1989 4838,1 3223,3 784 904,5 3953 2560 578 815
1990 4877,5 3260,4 739,1 929,8 3981 2578 578 825
1991 4821 3240,8 661,1 941 4010 2597 578 835

(С-Сфакт)^2 (I- Iфакт)^2 (G- Gфакт)^2
1972 2523 2126 59
1973 1 179 580
1974 12321 1468 487
1975 17155 19799 505
1976 4994 2276 1188
1977 368 488 1504
1978 2090 7446 1142
1979 5911 8352 937
1980 2834 259 637
1981 3923 2787 629
R2 = 0,844 Сумма 104968
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При произвольном наборе начальных значений коэффициентов вы

получите, скорее всего, абсолютно неадекватную модель: прогнозы и

реальные данные за 1982-91 г.г. будут резко отличаться, может появиться

экспоненциальный рост или колебания. У автора получилась более-менее

адекватная модель, представленная в таблице и на графиках, при

следующих коэффициентах: a0 = 0, a1 = 0,652, b = 0, g = 1,012, “лишний”

член b0 = 578.

При b0  = 0 и ненулевом b  после 1982 года все прогнозные значения стали

экспоненциально нарастать. Неадекватность прогноза связана, скорее

всего, с недостаточным объемом обучающей выборки. Считается, что

размер обучающей выборки должен быть в 6 раз больше числа

коэффициентов, т.е. в данном случае – 30 лет.

Исследуйте модель, увеличив обучающую выборку, а также

используя дополнительные статистические данные по экономикам разных

стабильных стран. Исследуйте аналогичным образом другие

макроэкономические модели. В принципе, таким образом можно сделать

дипломную работу или даже кандидатскую диссертацию, но следует быть

очень осторожным: поисковые работы в этих случаях опасны, можно

ожидать критики в связи с недостаточным теоретическим обоснованием

применяемых технологий.
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Лабораторная работа №  28. Метод Монте-Карло

При работе на компьютере проще многократно проделать простые

вычисления, чем один раз решить сложную аналитическую задачу.

Поэтому для исследования стохастических моделей удобен метод Монте-

Карло, позволяющий, в частности, оценивать погрешности параметров

сложных моделей. Основные этапы реализации метода Монте-Карло:

1. Построение  модели и расчет ее “идеальных” параметров по

статистической выборке.

2. Изменение значений переменных случайным образом в соответствии с

оцененной дисперсией и законом распределения.

3. Расчет и сохранение параметров.

4. Возврат к п.2.

Пункты 2 и 3 выполняются заданное число раз – десятки, сотни, тысячи. В

результате накапливаются массивы параметров, которые можно

статистически обработать и установить надежность оценок параметров. В

принципе, это можно сделать по аналитическим формулам

дисперсионного анализа, но для сложной системы с внутренними связями

такие расчеты становятся сложными и неустойчивыми.

В качестве примера используем эконометрическую модель парной

регрессии, аналогичную рассмотренной в Лаб.№  24.  Пример взят из [ 9 ],

изучается зависимость зарплаты Y от прожиточного минимума Х в 12

регионах России. Этапы работы:

1. Данные отсортировать по возрастанию Х, затем методом наименьших

квадратов оценить коэффициенты линейной модели Yфакт = a + bX и

стандартное отклонение Y (Сигма Yideal). Полученные результаты

представлены в таблице в столбце “Идеал”.

2. Ввести в ячейки формулы и функции для расчета коэффициента

детерминации R2, коэффициента автокоррреляции остатков Rавт и



93

статистики Дарбина-Уотсона DW = 2(1- Rавт),  дисперсий остатков по

первой и второй половинам диапазона и теста Голдфелда-Квандта

GQ=ДИСП1 / ДИСП2; кроме того, в данном примере вычисляется

прогнозное значение для Х=150

Регион X
Y ideal =
Yфакт по

исходным Y

Y=Yideal+RND,
формируется
программным

модулем кнопки
Yфакт.

Квадраты
отклонений Отклонения

7 67 139 133 127 27 5,2
9 73 144 138 132 37 6,1
11 76 147 141 134 43 6,5
1 78 149 143 136 47 6,9
4 79 150 142 137 34 5,8
2 82 152 145 139 39 6,3
3 87 157 158 143 238 15,4
10 87 157 158 143 238 15,4
8 88 158 157 144 173 13,2
5 89 159 154 144 94 9,7
6 106 175 167 157 98 9,9
12 115 183 176 164 127 11,3

Прогноз 150 191

ESS
Сигма

отклонений

1194 3,8
Идеал

a 75,95 76,98 D1 0,345
b 0,768 0,92 D2 6,698

Сигма
Yideal

12 GQ 19,52

R xy 0,967 0,72 R 0,650
Прогноз 191 215 DW 0,699

3. Создать на рабочем листе кнопку с программным модулем на языке

Visual Basic for Applications (VBA) для сохранения получаемых

параметров модели и создания   псевдореального массива Y, значения

которого будут распределены вокруг “идеальных” значений Y по закону

нормального распределения (Гаусса) со стандартным отклонением

СигмаYideal (здесь 12). В программном модуле используется генератор

случайных чисел RND(), который выдает случайные числа, равномерно

распределенные в диапазоне 0 – 1. Программа пересчитывает их в

числа, распределенные по нормальному (Гауссову) закону в диапазоне
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от –3 до +3, используя заранее протабулированную в Excel функцию

нормального распределения. Процедура пересчета представлена на

рисунке. Случайное значение Y складывается из Yидеал и случайной

величины, распределенной по нормальному закону в диапазоне от

–3СигмаYideal до +3СигмаYideal. Технология  создания на рабочем

      листе кнопки с программным модулем:

- в Меню щелкните Вид – Панели инструментов – Visual Basic

- при нажатой левой клавиши мыши растяните на рабочем листе

контур кнопки;

- после появления кнопки дважды быстро щелкните по ней мышью, и

вы войдете в окно программного модуля;

- впишите в программный модуль текст программы, контролируя

соответствие адресов переменных на рабочем листе и параметров

объектов типа “Массив-диапазон ячеек” (Range);

- перейдите из режима конструктора в рабочий режим, щелкнув по

.

Преобразование равномерного случайного  распределения в нормальное

4. Программный модуль:

Private Sub CommandButton1_Click()
Dim  A,  B,  R,  Y150,  XX,  Gauss,  Yideal,  Yrandom,  GQ,  DW,  ESS,  SESS  As
Range
Set A = Range("H4")  ‘ Настройка массивов-диапазонов (Range) на
Set B = Range("I4")   ‘  соответствующие ячейки рабочего листа: a, b,
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Set R = Range("J4")    ‘  R
Set Y150 = Range("K4")  ‘ прогноз при Х = 150
Set XX = Range("M3")   ‘ диапазон –3 ... 3
Set Gauss = Range("N3")  ‘ протабулированный ЗНР
Set Yideal = Range("C4")  ‘
Set Yrandom = Range("D4")
Set GQ = Range("Q4")   ‘ установка диапазонов ячеек для сохранения
Set DW = Range("R4")   ‘   GQ, DW, ESS, σ остатков
Set ESS = Range("S4")
Set SESS = Range("T4")
Randomize
n = Range("L1")                         ‘ счетчик сохраненных параметров
 A(n + 1) = Range("B21")          ‘  сохранение параметров
  B(n + 1) = Range("B22")
 R(n + 1) = Range("B24")
 Y150(n + 1) = Range("E16")
 GQ(n + 1) = Range("G23")
 DW(n + 1) = Range("G24")
 ESS(n + 1) = Range("F18")
 SESS(n + 1) = Range("G18")

Range("L1") = Range("L1") + 1

For i = 1 To 12                    ‘  Создание массива из 12 чисел Yидеал+RND
For k = 1 To 60                   ‘ получение случайного числа ЗНР
rand = Rnd()
If (rand < Gauss(k + 1) And rand > Gauss(k)) Then
M = XX(k)
Exit For
End If
Next k
Sigma = Range("G19")                            ‘σ(Y)
Yrandom(i) = Yideal(i) + M * Sigma
Next i
End Sub
5. Выделите столбцы X, Yideal,

Yideal+RND, Yфакт. Постройте

диаграмму типа Точечная. На

рисунке ромбики Yideal, квадраты

Yideal+RND, треугольники Yфакт. 120

130
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170

180

190

200
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6. Последовательно нажимайте кнопку и запускайте Поиск решения.

Следите за изменениями на диаграмме и за накоплением результатов.

7. После завершения набора результатов (не меньше 100 циклов)

вычислите стандартные отклонения a, b, R, Y(150), сравните

полученные значения с вычисленными по аналитическим формулам

8. Постройте корреляционные графики a(b), a(R), b(R).

9. Постройте гистограммы частотных распределений a, b, R, Y(150), DW,

GQ, ESS. Для этого используйте введите в таблицу Excel границы

интервалов значений параметров (карманы) и запустите Сервис –

Анализ данных – Гистограмма.

NSx
XSост

Sa å=
2

NSx
SостSb = 2

1
-

-
=

N
RxySRxy
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